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Оценки потенциала простого слоя для параболических  
систем в пространстве Дини
М.Ф. Черепова
Рассмотрен потенциал простого слоя, ядром которого является фундаментальная матрица решений параболической по Петровско-
му системы второго порядка с одной пространственной переменной x. Предполагается, что коэффициенты системы ограничены и 
равномерно непрерывны с модулем непрерывности, удовлетворяющим дважды условию Дини. Потенциал рассматривается в по-
луограниченной (по x) криволинейной области с негладкой боковой границей из класса Дини – Гельдера. Плотность потенциала 
принадлежит пространству Дини. Установлены оценки в классе Дини для пространственной производной второго порядка данного 
потенциала. Полученные оценки характеризуют возможный рост указанной производной при приближении к боковой границе области. 
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Estimates of the Simple Layer Potential for Parabolic Systems  
in the Dini Space
M.F. Cherepova
The article considers a simple layer potential which has at its kernel the fundamental matrix of solutions to the Petrovsky parabolic second-order 
system with one spatial variable x. It is assumed that the coefficients of the system are bounded and uniformly continuous, with their modulus 
of continuity satisfying the double Dini condition. The potential is considered in a semibounded (with respect to x) curvilinear domain with a 
nonsmooth lateral boundary belonging to the Dini-Hölder class. The density of the potential belongs to the Dini space. Estimates for the second 
order spatial derivative of this potential in the Dini class are established. The obtained estimates describe the possible growth of this derivative in 
approaching the domain lateral boundary.
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Иследована гладкость потенциала простого слоя, 
порожденного фундаментальной матрицей решений 
параболической системы второго порядка с одной 
пространственной переменной. Установлены оценки 
«вплоть до границы» в пространстве Дини для про-
странственной производной второго порядка данного  
потенциала в криволинейной области с негладкой бо-
ковой границей. Полученные оценки характеризуют 
возможный рост указанной производной и ее характер 
гладкости при приближении к боковой границе обла-
сти. В случае одного уравнения данные оценки при-
ведены в [1]. Для доказательства использован метод, 
изложенный в [2], где получены аналогичные оценки 
в классе Гельдера для параболического потенциала, 

ядром которого является фундаментальное решение 
многомерного параболического уравнения второго по-
рядка. Оценки для параболического потенциала про-
стого слоя и его пространственной производной перво-
го порядка в пространстве Дини доказаны в [3—6].

Пусть ω — функция типа модуля непрерывности  
[7, c. 150—151], удовлетворяющая (для некоторых  
ε ∈ (0, 1) и C > 0) условию

( ) ( )1 1 2 2 1 2,  0.z z C z z z z−ε −εω ≤ ω ≥ >           (1)

Пространством Hω[0, T], 0 < T < +∞ назовем про-
странство вектор-функций φ:[0, T] → R, непрерывных на  
[0, T], для которых конечна величина (норма) 
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Здесь, и далее для любого вектора b (или матрицы 
A) под |b| (соответственно |A|), понимаем максимум 
из модулей компонентов b (элементов A). Обозначим 

[ ] [ ] ( ){ }ω
0

0, φ 0, : φ 0 0 .H T H Tω= ∈ =

З а м е ч а н и е. Для любой непрерывной на [0, T]  
вектор-функции φ существует функция типа модуля 
непрерывности ω, удовлетворяющая условию (1) и 
такая, что ||φ:[0, T]||ω < +∞ [6]. Другими словами, про-
странства Hω [0, T] и C[0, T] непрерывных на [0, T] век-
тор-функций с нормой ||φ:[0, T]||0 = max[0, T]|φ(t)| отлича-
ются только нормами.

Пусть D = {(x, t) ∈ ×(0, T)}. Для любой области  
G ⊂ D через ( )0,C Gω  обозначим пространство функций 
u:G– → , равномерно непрерывных и ограниченных в 
G–, с нормой

( )
( ) ( )
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В полосе D рассматривается линейный равномер-
но-параболический по Петровскому [8] матричный 
оператор
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размерности m×m, элементы которых — вещественные 
функции, определенные в D–.  

Предположим, что для коэффициентов оператора L 
выполнены условия:

а) собственные числа μr матрицы A2 подчиняются 
неравенству Reμr(x, t) ≥ δ для некоторого δ > 0 и всех 

(x, t) ∈ D–, r  = 1,  m;

б) ( )00,
,   , 1,  ,   0,  1,  2,

k
ija C D i j m kω∈ = =  

где ω0 — функция типа модуля непрерывности, удов-
летворяющая условию (1) и условию
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yz

z y dy d z− −ω = ω ξ ξ ξ < +∞ >∫ ∫�           (2)

Известно, что при при условиях а), б) и (2) суще-
ствует фундаментальная матрица решений системы  
Lu = 0, причем она имеет вид [6]

( ) ( )( ) ( )
( )

2 , ;  , ,  ; , , ; , ;

, ;  ,  ,  ,

x t Z x t A W x t
x t D D t
Γ ξ τ = − ξ − τ ξ τ + ξ τ

ξ τ ∈ × >τ  (3)

где Z(x,t; A2(ξ, τ)) — фундаментальная матрица реше-
ний системы ( ) 2

2 , 0t xu A u∂ − ξ τ ∂ =  с «замороженными» 
в точке (ξ, τ) коэффициентами [9, c. 46; 10, c. 298]), 
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Вектор-плотность μ в (4) находится из условия, что-
бы столбцы матрицы Γ(x,t; ξ,τ) удовлетворяли по пере-
менным (x, t) систему Lu = 0 в слое {τ < t < T}. 

Теорема 1. Пусть для коэффициентов оператора 
L выполнены условия а), б) и (2). Тогда для матрицы 
W, определенной равенством (4), имеют место оценки:
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Здесь и далее через C, c обозначим положительные 
постоянные, зависящие от δ, T, ω0,�0ω� ,  кривой Σ и ко-
эффициентов оператора L, конкретный вид которых в 
данном случае не важен. 

З а м е ч а н и е. Оценки (5), (6) при m = 1 (т. е. в 
случае одного уравнения) получены в [1]. 

Доказательство теоремы проводится аналогично 
доказательству теоремы 2.1 из [1].

В полосе D выделяется полуограниченная область

Ω = {(x, t):x>g(t), 0 < t < T}

c негладкой боковой границей

( ) ( ){ }, Ω : x t x g tΣ = ∈ = .                     (7)

Предположим, что для функции g выполнено усло-
вие 

( ) ( ) ( )
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         (8)

где ω1 — функция типа модуля непрерывности, удов-
летворяющая условию (1).

Обозначим через

( ) ( ) { } ( )1/2
, , , inf ,  , Ωtd x t x t x tξ τ ∈Σ τ≤= − ξ + − τ ∈ ,

параболическое расстояние от точки (x, t) до боковой 
границы Σ. В Ω рассмотрим векторный параболичес-
кий потенциал простого слоя 

( ) ( )( ) ( )( ) ( )
0

, , , ; , ,

t

U x t U x t x t g dϕ ≡ ϕ = Γ τ τ ϕ τ τ∫     (9)
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где Γ — фундаментальная матрица решений системы 
Lu = 0; φ = (φ1, …, φm) — вектор-функция. 

Основной результат работы представляет следую-
щая теорема.

Теорема 2. Пусть для коэффициентов оператора L 
выполнены условия а), б) и (2), а для кривой Σ — условие 
(8). Пусть ω2 —  функция типа модуля непрерывно-
сти, удовлетворяющая (1). Тогда для любой вектор-
функции [ ]2

0
0,H Tωϕ∈  производная 2

xU∂ ϕ потенциала 
(9) удовлетворяет неравенствам

( ) [ ] ( )( ) ( )22 1
3, ; 0,  , , ;xU x t C T d x t d x tω −∂ ϕ ≤ ϕ ω (10)

( ) [ ]
( ) ( ) ( )

22

1 1
4

, ; 0,

, , ;

x xU x t C T

d x x x tx t d

ω

− −

×

× ∆

∆ ∂ ϕ ≤ ϕ

 ω + ∆ + 

         (11)

( ) [ ]

( ) ( ) ( )

22

1/2 1 1
4

, ; 0,

 , , ,

t xU x t C T

t d x t t d x t

ω

− −

×∆ ∂ ϕ ≤ ϕ

× ω ∆ + ∆ + 

      (12)

( ) ( ) ( ), ,  , ,  , ,x t x x t x t t+ ∆ + ∆ ∈Ω

где

( ) ( )

�

1
3 0 1 2 0 0

0

04 1 2

,  ;  

.

z

z d−ω = ω +ω +ω ω = ω ξ ξ ξ

ω = ω +ω +ω

∫� �

�

З а м е ч а н и е.  В случае m = 1 (т. е. для одного 
уравнения) оценки (10)—(12) получены в [1]. Если  
ωi(z) = zα, i = 0, 1, 2; 0 < α < 1 (в случае пространств 
Гельдера), утверждение теоремы следует из [11].

В соответствии с представлением фундаменталь-
ной матрицы решений Γ в виде (3) имеем
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Лемма 1. Пусть выполнены условия а), б), (2) и 
функция g из (7) непрерывна на [0, T]. Тогда для любой 
вектор-функции φ ∈ C[0, T] потенциал U1φ, заданный 
(15), удовлетворяет неравенствам
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Лемма 2. Пусть выполнены условия теоремы 2 и 
вектор-функция [ ]2

0
0,H Tωϕ∈ . Тогда для потенциала 

U0φ, заданного (14), имеют место оценки 
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где ω5 = ω0 + ω1 + ω2; (x, t), (x + ∆x, t), (x, t + ∆t) ∈ Ω;  
∆t > 0. 

Для доказательства лемм используем метод работ 
[1, 2]. Теорема 2 следует из представления (13) для по-
тенциала Uφ и лемм 1, 2. 

Работа выполнена при поддержке Российского на-
учного фонда (проект № 14-11-00306).
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