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О модели изотермической акустики для двухкомпонентной 
среды

С.А. Гриценко, А.М. Мейрманов

Исследована математическая модель, описывающая процессы изотермической акустики в гетерогенной среде с двумя компонента-
ми, разделенными общей границей. Один из компонентов является упругим телом, другой — пороупругой средой (это может быть 
насыщенный жидкостью грунт). Пороупругая среда пронизана системой пор, заполненных вязкой слабосжимаемой жидкостью. 
Дифференциальные уравнения модели, описывающие движение упругого тела и совместное движение твердого скелета и жидкости 
в порах, базируются на классических законах механики сплошной среды и адекватно отражают физические процессы. Однако они 
содержат быстро осциллирующие коэффициенты, зависящие от малого параметра, равного отношению среднего размера пор к раз-
меру рассматриваемой области. Подобные  коэффициенты делают невозможным применение модели для численных расчетов. 
Дано обобщенное решение начально-краевой задачи, приведена теорема существования и единственности обобщенного решения 
и его априорные оценки. Для проведения процедуры гомогенизации допускается стандартное предположение о периодичности по-
рового пространства и твердого скелета. На основе полученных априорных оценок и метода двухмасштабной сходимости Г. Нгу-
етсенга выведены  усредненные уравнения и начально-краевые условия (предельные при стремлении малого параметра к нулю). В 
зависимости от характеристик сплошной среды получены различные предельные режимы. 
Представлена усредненная модель для специального случая, которая не содержит быстро осциллирующих коэффициентов и может 
служить для численных расчетов.
Ключевые слова: композитные среды, периодическая структура, уравнения Ламе, пороупругость, усреднение периодических струк-
тур, двухмасштабная сходимость. 
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On the Model of Isothermal Acoustics for a Two-Component 
Medium

S.A. Gritsenko, A.M. Meirmanov

A mathematical model describing the processes of isothermal acoustics in a heterogeneous medium with two components separated by a common 
boundary is studied. One of the components is an elastic body, and the other one is a poroelastic medium (for example, it may be a liquid-saturated 
soil). The poroelastic medium is permeated with a system of pores filled with viscous weakly compressible liquid. The differential equations of 
the model describing the motion of an elastic body and the joint motion of a solid skeleton and liquid in the pores are based on the classical laws 
of continuous medium mechanics and adequately reflect the physical processes. However, these equations contain rapidly oscillating coefficients 
that depend on a small parameter equal to the ratio of the mean pore size to the size of the region under study. The existence of such coefficients 
prevents the use of the model for carrying out numerical calculations.
The generalized solution of the initial boundary-value problem is given; and the theorem for existence and uniqueness of the generalized solution 
is presented together with its a priori estimates. For performing the homogenization procedure, the standard assumption about the periodicity of 
the pore space and solid skeleton is adopted. The obtained a priori estimates and the N. Nguetseng's two-scale convergence method were used as a 
basis for deriving the averaged equations and the initial boundary conditions (that is, the limit equations with the small parameter tending to zero). 
Different limiting modes depending on the continuous medium parameters are obtained.
An averaged model for a special case that does not contain rapidly oscillating coefficients and can be used for numerical calculations is presented.
Key words: composite media, periodic structure, Lame's equations, porous elasticity, homogenization of periodic structures, two-scale 
convergence.
For citation: Gritsenko S.A., Meirmanov A.M. On the Model of Isothermal Acoustics for a Two-Component Medium. MPEI Vestnik. 
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Постановка задачи

Рассмотрена математическая модель акустики в 
среде с двумя компонентами, разделенными общей 
границей S0. Один из компонентов представляет собой 
упругое тело Ω(s), другой — пороупругую среду Ω, со-
стоящую из твердого скелета Ωs и порового простран-
ства Ωf , заполненного слабосжимаемой вязкой жид-
костью. Упругие свойства твердого материала в Ω(s) и 
Ω могут различаться. Дифференциальные уравнения 
точной модели, описывающие движение упругого тела 
и совместное движение твердого скелета и жидкости 
в порах, основаны на классических законах механики 
сплошной среды.

Рассматриваемая ограниченная область Q∈R3 пред-
ставляет собой единичный куб Q = (0, 1)×(0, 1)×(0, 1),  
в котором пороупругая среда занимает область  
Ω = (0, 1)×(0, 1)×(0, a), а область Ω(s) (упругое тело)  —  
открытое дополнение области Ω: Q = Ω∪Ω(s)∪ S0,  
S0 = ∂Ω∩∂Ω(s).

Движение смеси в области Ω при t > 0 описывается 
системой уравнений
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Движение упругого тела Ω(s) при t > 0 описывается 
уравнениями Ламе:
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где ( ) ( )*1,
2

x = ∇ +∇D w w w  — симметрическая часть

тензора ∇w. 
В уравнениях модели w (перемещение) и p (дав-

ление) — неизвестные функции, a все остальные яв-
ляются заданными. Параметры (0) (0),  scλα  — безраз-
мерные постоянные Ламе для упругого тела в области 
Ωs; ,s fc c  — скорость звука в твердой и жидкой частях 
соответственно; Р(s) — тензор напряжений в упругом 
теле; (0)

sρ  — безразмерная плотность упругого тела; 

( )1 ,f s
ε ε ερ = ρ χ + −χ ρ  ρf, ρs —  безразмерные плотно-

сти твердого скелета и жидкости в порах, соотнесен-

ные со средней  плотностью воды ρ0; μ — динамичес-
кая вязкость жидкости; g — ускорение силы тяжести;  
F — заданный вектор распределенных массовых сил.

На общей границе S0 выполняются условия непре-
рывности перемещений
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и нормальных компонент моментов
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Замыкают задачу однородные граничные условия
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на границе S = ∂Q и однородные начальные условия
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Сформулированная начально-краевая задача до-
статочно точно описывает физический процесс на 
микроскопическом уровне, но содержит коэффициен-
ты, осциллирующие на масштабе в несколько микрон 
(характерный размер пор), поэтому требуется усред-
ненная модель. Задачам, связанным с построением 
усредненных характеристик сильно неоднородных 
сред, посвящено большое количество научных трудов 
российских и зарубежных авторов [1 — 4]. В настоя-
щей работе предложен вывод усредненной модели для 
случая (0)

1 000 ,   0 ,   0< λ < ∞ < µ < ∞ < λ < ∞, где λ0
(0), μ1, 

λ0 — характеристики среды.
После перехода к безразмерным  переменным в мо-

дели появляется малый параметр ε. Полагаем , что он 
равен отношению среднего размера пор l к характер-
ному размеру рассматриваемой области L. Причем от    
ε зависят не только коэффициенты дифференциальных 
уравнений 0, ,µ λ λ

α α α , но и геометрия рассматривае-
мой области. Характеристическая функция порового 
пространства Ωf в Ω выражается соотношением

( ) ( ) ,xx xε  χ = ζ χ ε 

где ζ(x) — характеристическая функция области Ω в Q.
Вывод усредненных уравнений выполнен на осно-

ве подхода, предложенного Р. Барриджем, Д. Келле-
ром [5], и Э. Санчес-Паленсия [6]. Использован метод 
двухмасштабной сходимости Г. Нгуетсенга [7 — 9]. При 
доказательстве теоремы взяты результаты А.М. Мейр-
манова [10, 11]. 

Предположим, что существуют (конечные или бес-
конечные) пределы:
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Здесь
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Чтобы воспользоваться теорией усреднения и ме-
тодом двухмасштабной сходимости, введем упрощаю-
щие геометрические предположения:

1) пусть χ(y) — 1-периодическая функция; 
{ }: ( ) 0sY y Y y= ∈ χ =  — твердая часть единичного 

куба; жидкая часть { }: ( ) 1fY y Y y= ∈ χ =  — открытое 
дополнение твердой части; γ = ∂Yf ∩ ∂Ys — непрерыв-
ная липшицева поверхность;

2) oбласть Eε
f — периодическое повторение в R3 эле-

ментарной ячейки Y εf  = εYf , a область Eε
s — периоди-

ческое повторение в R3 элементарной ячейки Y εs  = εYs;
3) поровое пространство f fE

ε εΩ ⊂ Ω = Ω∩  — пе-
риодическое повторение в Ω элементарной ячейки εYf ; 
твердый скелет s sE

ε εΩ ⊂ Ω = Ω∩  — периодическое 
повторение в Ω элементарной ячейки εYs. Липшицева 
граница f s

ε ε εΓ = ∂Ω ∩∂Ω  — периодическое повторение 
в Ω границы εγ;

4) Ys и Yf  — связные множества;
5) твердый скелет Ωε

s — связная область;
6) поровое пространство Ωε

f — связная область.
Пусть
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Определим обобщенное решение задачи (1) — (10).
Определение. Назовем пару функций (wε, pε), та-

ких, что ( ) ( )
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, обобщенным ре- 
шением задачи (1) — (10), если они удовлетворяют 
уравнению неразрывности
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почти всюду в QT и интегральному тождеству
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для всех функций φ, таких, что 
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Здесь и далее использованы обозначения: B:C =  
= tr(BCт), где B, C — тензоры второго ранга;
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Основные результаты

Теорема 1. При всех ε > 0 на произвольном интер-
вале времени (0, T) существует единственное обоб-
щенное решение (wε, pε) задачи (1) — (10), и для него 
выполняется оценка
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где постоянная C0 не зависит от ε и параметров 
(0),  ,  µ λ λα α α .

Доказательство теоремы 1 приведено в [12].
Теорема 2.  Пусть (wε, pε) — обобщенное решение 

задачи (1) — (10), 0 < λ0
(0) < ∞, 0 < μ1 < ∞, 0 < λ0 < ∞, и  

ws
ε = EΩs(wε) — продолжение из Ωs

ε  в Ω. Тогда пределы 
w и p последовательностей {wε} и {pε} удовлетворя-
ют в области ΩT
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граничному и начальному условиям
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В области ΩT пределы pf (давления жидкости), wf  
(перемещения жидкой части), ws (перемещения твердой 

части) последовательностей { } { } { };  ;  spε ε ε ε ε εχ χ χw w  
удовлетворяют системе усредненных уравнений, со-
стоящей из уравнения неразрывности
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уравнения баланса моментов для твердого компонента
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уравнения баланса моментов для жидкого компонента
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условия непрерывности 
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и условий непрерывности
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на общей границе ST(0). Кроме того, в систему входят 
усредненные начально-краевые условия 
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(0)( , ) 0;  \ ,       (0, )s x t x S t T= ∈∂Ω ∈w             (25)

для перемещения твердой части и усредненные на-
чально-краевые условия 
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для перемещения жидкой части.
Здесь ˆ (1 )f sm mρ = ρ + − ρ  — симметричный поло-

жительно определенный тензор четвертого ранга  
Ns

2 , матрицы Cs
2, Cs

1 , постоянная cs
0 задаются форму-

лами (32), (33), (35), матрица B(f)(μ1, ∞; t – τ) описыва-
ется формулой (43).
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Продолжение выполнено на основании известной 
леммы К. Конки о продолжении [13].

Доказательство. Априорная оценка (13), получен-
ная в теореме 1, позволяет вычислить двухмасштабные 
пределы последовательностей {pε

 }, {wε
 }, {D(x, wε

s)}. 
Двухмасштабный предел P(x, t, y) последовательности 
{pε

 } выражается формулой
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формулой
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Двухмасштабный предел последовательности {wε
s} 

равен ws (x, t), а {D(x, wε
s)}—

( ) ( ), ( , , ( , , ) .sx x t y x t y+D w D U

Перейдя к пределу в уравнении неразрывности (11) 
в форме интегрального тождества и в интегральном 
тождестве (12), получим 

(

( ))

(0)
0

0

2

( ) 2

(1 ) ( , )

(1 ) ( , ) ( , ) : ( , )

( , , )( , ) ( , )

T

s

T

Q

s Y

s
Q Y

x

m x y x dxdt

x t yx y x t dydxdt
t

− ζ λ +

ζλ − + ϕ =

 ∂
= ρ − ϕ  ∂ 

∫

∫ ∫

D w

D w D U D

WF

  (28)

для любой гладкой функции φ, равной нулю на границе  
∂Q, и

( ) ( ) ( )2 2 2(0)

1 1 0
TQ Y sfs

P dy dxdt
t tccc

   
 − ζ χ −χ ∂ ∂   η + ζ + −∇η =    ∂ ∂      
∫ ∫

W   (29)

для любой гладкой функции η.
Соотношения (28), (29) дают уравнения Ламе (14), (15)

( )
( )

2(0)

2
(0)(0) (0)
02

1 0;

( , )

s

s s

p
c

x p
t

+∇ =

∂
ρ = ∇ λ − +ρ

∂

w

w D w I F

в области ΩT
(s) и граничные условия (22) и (23) 

( )

( )

( )

0

( )

0

0

( )

0

0

0

(0) 0
0

0
0 2 1

lim ( , ) ( )

lim ( , ) (1 ) ( , ) ( );

lim ( , ( , )) ( , ) ( )

lim : ( , ( , )) ( )

s

s

x x
x

f
s

x x
x

x x
x

s s
s f

x x
x

x t x

x t m x t x

x x t p x t x

x x t p x

→
∈Ω

→
∈Ω

→
∈Ω

→
∈Ω

=

= + −

λ − =

= λ −

w n

w w n

D w I n

Ν D w C n

на общей границе ST(0).
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Пусть U2
(ij)(y) и U2

(0)(y) — решения периодических 
начально-краевых задач:

( )( )( )( , )(0)
2(1 ) : ( , ) 0;i jij

y y∇ −χ + =N J D U        (30)

( )( )(0)(0)
2(1 ) : ( , ) 0,y y∇ −χ + =N D U I         (31)

где ( )
23

(0)

0, 1

1;  .
2

ij ij ijs
j j i

i j

c

=
= ⊗ + ⊗ = ⊗ + ⊗

λ∑ iN J J I I J e e e e

Функцию U(x, t, y) найдем в следующем виде:

 

3
( , ) (0)
2 2

0, 1
3

( , ) (0)
2 2

0, 1
3

( , ) (0)
2 2

0, 1

1( , , ) ( ) ( , ) ( , ) ( );

1( , ) ( , ) ( , )

1( , ) : ( , ) ( , )

s s s

s s

i j
ij

i j

i j
ijY Y Yi j

i j ij
sY Yi j

x t y y D x t q x t y

y y D q y

y x q y

=

=

=

= +
λ

= + =
λ

 
= ⊗ +   λ 

∑

∑

∑

U U U

D U D U D U

D U J D w D U .

Обозначим
3 3

( )(0)
2 2

, 1 , 1
: (1 ) ( , ) ;

s

ijs ij ij ij
Yi j i j

m y
= =

 
= − ⊗ + ⊗  

 
∑ ∑N N J J D U J (32)

(0)
1 2( , )

s

s
Y

m y= −C I D U ,                      (33)

откуда получим уравнение баланса моментов для твер-
дого компонента

( )

22

2 2

(0)
2 10 ˆ: ( , ) ;

f
s

f s

s s
s f

t t
x p

∂∂
ρ +ρ =

∂ ∂
= ∇ λ − +ρ

ww

N D w C F
       (34)

 

3
( , ) (0)
2 2

0, 1
3

( , ) (0)
2 2

0, 1

1

1: ( , ) .

s s s

s

i j
y y ij yY Y Yi j

i j ij
y s yYi j

D q

x q

=

=

∇ = ∇ + ∇ =
λ

 
= ∇ + ∇   λ 

∑

∑

U U U

U J D w U

Усредненное уравнение неразрывности (18) выпол-
няется при условии

3
( , )

0 2
, 1

(0)
0 2

;

.

s

s

i js ij
y Yi j

s
y Y

c
=

= ∇

= ∇

∑C U J

U
                 (35)

Чтобы вывести уравнение баланса моментов для 
жидкого компонента, перейдем к пределу при ε → 0 
в интегральном тождестве (12) с пробной функцией 

0( , ) ( , ) xx t h x t  ϕ = ϕ  ε 
, где   h(x, t) — гладкая и финитная

в ΩT функция, а φ0(y) — 1-периодическая по y, соле-
ноидальная, гладкая, финитная в Yf функция. Если по-
ложим, что W(f) = χ(y)W, то предельное интегральное 
тождество для пары {W(f), П(f)} эквивалентно диффе-
ренциальному уравнению

2 ( )
( ) ( )1

2 2

f
f f

f y y p
t

µ∂
ρ = ∆ −∇ Π −∇

∂
W W        (36)

в области Yf ×(0, T) начальным условиям
( )

( ) ( ,0, ) 0,
f

f
fx y y Y

t
∂

= = ∈
∂
WW               (37)

и граничному условию
( ) ( , , ) ( , );  ( , ) (0, ).f

sx t y x t y t T= ∈ γ×W w        (38)

Решение {W(f), П(f)} периодической начально-крае-
вой задачи (36) — (38) имеет вид

( )

( )

( )

23

2
1 0

( )

23

2
1 0

( , , )
( , )( , )( , ) ;

( , , )
( , )( , )( , ) ,

f

f

f
s

t
s

i f
ii

f

t
s

i f
ii

x t y
xp xy t d

x t
x t y

xp xy t d
x t

=

=

= +
 ∂ τ∂ τ

+ − τ + ρ τ  ∂ ∂ 
Π =

 ∂ τ∂ τ
= Π − τ +ρ τ  ∂ ∂ 

∑∫

∑∫

W w
wW

w

где {Wi
(f), Пi

(f)}, i = 1, 2, 3 — решения следующих пери-
одических начально-краевых задач:

2 ( )
( ) ( )1

2 ;
2

( , ) (0, );

f
f fi

f y i y i

f

p
t

y t Y T

∂ µ
ρ = ∆ −∇ Π −∇

∂
∈ ×

W W
     (39)

( )( ) ( )1 ( ) ;  ( , ) (0, );f f
y i i fy y t Y T∇ = −χ ∈ ×W W    (40) 

( )
( ) ( ,0)( ,0) 0;  ;  ;

f
f i
i f i f

y
y y Y

t
∂

= ρ = ∈
∂

WW e    (41)

( ) ( , ) 0;  ( , ) (0, ).f
i y t y t T= ∈ γ×W               (42)

По определению,

( ) ( )

( )3
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2

2

2
( )

1 2
0

( , ) ( , , )

( , ) ( , )

( , ) ( , )( , )

( , )( , , ) ( , ) ,

f

f

f f

Y

t f
s i

i
i Y

s s
f

t
f s

f

x t x y t dy
t t

x t y t
m dy

t t

x x t
p x d m

tt

x
t p x d

t

=

∂ ∂
= =

∂ ∂

  ∂ ∂ − τ  = − ⊗ ×  ∂ ∂   
 ∂ τ ∂

× ∇ τ +ρ τ = −   ∂∂ 
 ∂ τ

− ∞ µ − τ ∇ τ +ρ τ  ∂ 

∫

∑∫ ∫

∫

w W

w W e

w w

wB

где

( )3
( )

1
1

( , )( , , ) .
f

f
f i

i
i Y

y t
t dy

t=

 ∂ − τ ∞ µ − τ = ⊗
 ∂
 

∑ ∫
WB e    (43)

Теорема доказана.
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