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Перспективные методы цифровой обработки многомерных сигналов 
на основе применения нерегулярных сеток

С.В. Вишняков, Е.А. Соколова, В.В. Пехтерев

Рассмотрено одно из перспективных направлений в области цифровой обработки многомерных сигналов — разреженное пред-
ставление сигналов на основе применения нерегулярных сеток. На протяжении десятилетий применение нерегулярных сеток оце-
нивалось как многообещающая область исследований, позволяющая использовать высокую эффективность представления носителя 
сигнала в сочетании с проработанными методами аппроксимации, применяемыми при решении краевых задач. Однако недостаток 
инструментов, пригодных для решения типовых задач цифровой обработки на нерегулярных сетках (например, для вычисления 
ортогональных дискретных преобразований) привел к тому, что заметных и востребованных на практике результатов в этой области 
не оказалось. Тем не менее в последние годы наметился рост интереса к применению нерегулярных сеток. 
Представлены результаты исследований в данной области, проведенных на базе кафедры вычислительных машин, систем и сетей 
МЭИ. Освещены некоторые вопросы создания нерегулярных сеток, адаптивных к особенностям многомерных сигналов, даны алго-
ритмы, позволяющие выполнять интерполяцию, переход от регулярного носителя (равномерной регулярной сетки) к нерегулярному, 
вычислять дискретные преобразования для сигнала с нерегулярным носителем. Предложены решения по организации интеллекту-
альной обработки сигнала — распознаванию образов, детекции движения.
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Prospective Digital Processing Methods of Multidimensional Signals  
with the Use of Irregular Meshes

S.V. Vishnyakov, E.A. Sokolova, V.V. Pekhterev

The article considers sparse representation of signals based on using irregular meshes, which is one of prospective lines in digital processing of 
multidimensional signals. Application of irregular meshes has been seen for several decades as a promising field of investigations opening the 
possibility of using high efficiency of representing a signal carrier in combination with well-developed approximation methods used in solving 
boundary-value problems. However, lack of tools suitable for solving typical digital signal processing problems with the use of irregular meshes 
(e.g., for computing orthogonal discrete transforms) had resulted in that any noticeable and practically significant results are lacking in this area. 
Nevertheless, the recent years have seen a growth of interest in using irregular meshes.
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The article presents the results of investigations in this field that were carried out at the MPEI Chair for Computers, Systems and Networks. 
Matters concerned with generation of irregular meshes adapted to the specific features of multidimensional signals are addressed. Algorithms 
intended for carrying out interpolation, for making a shift from a regular carrier (a uniform regular mesh) to an irregular one, and for computing 
discrete transformations for a signal with an irregular carrier are presented. Solutions for arranging intellectual signal processing, such as pattern 
recognition and motion detection, are suggested.
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Введение 

Цифровая обработка многомерных сигналов 
(ЦОМС) — одна из наиболее динамично развивающих-
ся отраслей информатики и вычислительной техники 
на протяжении последних десятилетий. Совершен-
ствуются как математические методы, так и вычисли-
тельная техника, применяемые для обработки. Следует 
указать области приложения  ЦОМС, это обработка 
изображений и видео (сжатие [1, 2], подавление шумов 
[3], повышение качества [4 — 6]); интеллектуальная 
обработка (распознавание образов [7], отслеживание 
перемещений объектов [8, 9], биометрическая иденти-
фикация и системы технического зрения, в том числе с 
широким применением искусственных нейронных се-
тей сверточного типа [10, 11]).  Методы ЦОМС широко 
применяются в компьютерной графике (синтез текстур 
и изображений [12]), специализированных системах (в 
медицине [13]). Методы машинного обучения (напри-
мер, метод опорных векторов) также могут комбини-
роваться с аппаратом ЦОМС. Большое внимание уде-
ляется использованию многоскоростных многомерных 
систем [14], в том числе, синтезу фильтров и операто-
ров децимации/интерполяции с разделимыми и нераз-
делимыми характеристиками. 

Подавляющее большинство алгоритмов ЦОМС 
используют равномерные регулярные сетки (рис. 1) в 
качестве носителей сигнала. Отдельные работы посвя-
щены вопросам применения неравномерных регуляр-
ных сеток [15] и регулярных непрямоугольных сеток  
[16, 17]. В 1990-х гг. XX в. появились предложения 
по использованию нерегулярных сеток для аппрок-
симации поверхностей сложной формы при трехмер-

ном сканировании [18], в связи с чем родился термин 
«вейвлет-преобразование второго поколения» [19]. 

Работ, посвященных исследованиям в области 
ЦОМС на нерегулярных носителях немного, областью 
интересов в основном являются аппроксимация по-
верхностей [20], синтез текстур и реалистичных изо-
бражений на поверхностях сложной формы с учетом 
освещения [21], интерполяция функций, заданных на 
многомерных носителях сложной формы, например 
при использовании преобразований в многомерных 
нелинейных цветовых пространствах [22].   

Еще одна идея, предлагаемая к практическому 
применению ЦОМС, — использование дифференци-
альных уравнений в частных производных с целью 
построения краевой задачи, решение которой при не-
которых (синтезируемых) граничных условиях позво-
лит аппроксимировать распределение скалярного мно-
гомерного сигнала в пределах носителя [23, 24]. Также 
наблюдается обратный процесс применения методов 
ЦОМС для решения некоторых типов краевых задач, 
как на регулярных [25, 26], так и на нерегулярных  
[27 — 29] сетках. 

Применению нерегулярных сеток в практике 
ЦОМС препятствуют несколько факторов.

Исходный сигнал формируется, как правило, на 
регулярной равномерной сетке (вследствие особенно-
стей полупроводниковых светочувствительных матриц 
в современной оптической аппаратуре), таким обра-
зом, возникает задача формирования нерегулярной 
сетки, адаптированной к особенностям изображения. 
Результирующий сигнал также должен быть отобра-
жен на регулярной равномерной сетке. Эта же пробле-
ма возникает и при интерполяции нелинейных цвето-
вых преобразований, поскольку и входной, и выходной 
сигналы практически всегда представлены в одном из 
форматов RGB.

Нерегулярные сетки строятся на основе симплексов 
(треугольников на плоскости, тетраэдров в объеме), 
причем поиск симплекса, соответствующего исходно-
му отсчету сигнала, или, наоборот, поиск отсчетов сиг-
нала, соответствующих заданному симплексу, — слож-
ная в вычислительном отношении задача.

Широко применяются спектральные методы, ос-
нованные на дискретном преобразовании Фурье (дис-
кретном косинусном преобразовании и т.п.), притом 
что аналогов таких преобразований в локальных симп-
лексных координатах не существует.

Рис. 1. Примеры регулярных равномерных (а, б), регулярных 
неравномерных (в) и нерегулярных (г) сеток
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С другой стороны, использование нерегулярных 
сеток имеет существенные преимущества. Сетка легко 
адаптируется к форме носителя сигнала (это особен-
но важно в случае применения нелинейных цветовых 
пространств, таких как  CIE Lab, WLAB). Области 
сравнительно плавного изменения сигнала могут быть 
замощены малым количеством симплексов без потери 
точности аппроксимации. Фрагмент сетки с простей-
шими линейными аппроксимирующими функциями в 
симплексных координатах служит для вычисления це-
лого ряда интегральных характеристик (корреляцион-
ной функции, оптического потока) и преобразований 
(преобразование Радона). 

Структурная схема ЦОМС на нерегулярной сетке 
изображена на рис. 2. Заметим, что на этапе интеллек-
туальной обработки предлагается задействовать толь-
ко данные о нерегулярной сетке (или фрагменте сетки),  
т. е. координаты узлов сетки, способ соединения узлов 
в симплексы и аппроксимирующие коэффициенты (для 
аппроксимации сигнала в пределах симплексов могут 
применяться способы, известные в практике конечно-
элементного моделирования, например, скалярные и 
векторные функции, обеспечивающие непрерывность 
скалярной функции или ее производных на границах 
симплексов [30]). Таким образом, можно резко снизить 
количество обрабатываемой информации.  

Представлен краткий обзор предложенных реше-
ний для различных этапов ЦОМС  на нерегулярных 
сетках.

Создание нерегулярной сетки,  
адаптивной к особенностям сигнала

Создание сетки базируется на анализе гладкости 
сигнала в определенных областях носителя [31]. Пред-
лагается вычисление сверток сигнала S с несколькими 
специализированными цифровыми фильтрами: диф-
ференцирующим фильтром (эквивалентом дискретно-
го оператора Лапласа), банком фильтров с гауссовыми 
характеристиками (по одной из координат), поверну-
тыми друг относительно друга на 45°, усредняющим 
фильтром. Для результирующего сигнала S ′ вычисля-
ется среднее значение отсчетов и среднеквадратиче-
ское отклонение σ. Узлы сетки располагаются в точках 
с локальным максимумом в распределении резуль-
тирующего сигнала при условии, что значение этого 
максимума превосходит порог относительно среднего 

значения. По размещенным узлам проводится триан-
гуляция Делоне. Если форма элементов сетки предпо-
лагает неприемлемо высокий уровень погрешности 
аппроксимации (в соответствии с рекомендациями [32] 
углы плоских треугольных элементов не должны быть 
менее 10...15°), то добавляются узлы и выполняется 
повторная триангуляция.  

Основные этапы создания сетки продемонстриро-
ваны на рис. 3, в том числе показано влияние порога 
при размещении узлов.

Следует отметить, что данный способ построения 
сетки требует обработки сигнала с помощью несколь-
ких цифровых фильтров, причем невозможно осуще-
ствить полное распараллеливание вычислений, напри-
мер, разбивая сигнал на области меньшего размера, так 
как необходимо вычисление некоторых характеристик 
для обработанного сигнала в целом. Возможный путь 
решения этой проблемы заключается в применении ис-
кусственных нейронных сетей (ИНС) для размещения 
узлов сетки [33]. В этом случае на вход ИНС подается 
фрагмент изображения относительно небольшого раз-
мера, а выходной сигнал принимает значения 1 (не-
обходимо размещение узла), либо 0 (узел размещать  
не требуется). 

Обучение ИНС различных типов (однослойного, 
либо многослойного персептрона, комбинации двух 
сверточных слоев с подвыборкой и однослойного пер-
септрона) проводили методом обратного распростра-
нения ошибки на базе обучающей выборки. Результаты 
работы ИНС для тестового изображения показаны на  
рис. 4. Следует отметить, что применение ИНС типа 
двухслойный персептрон позволило достичь приемле-
мого совпадения сетки с тестовой, но при существенной 
(на порядок) экономии в числе операций (без учета воз-
можности распараллеливания работы с помощью ИНС). 

Для поиска симплексов, соответствующих отсчетам 
исходного сигнала, предложены следующие стратегии.

Поиск, не требующий дополнительного объема 
памяти, при котором симплексы перенумеровывают-
ся в порядке, соответствующем возрастанию одной 
из координат, например, по возрастанию наименьшей 
координаты x среди всех узлов симплекса, что позволя-
ет ограничить сверху и снизу диапазон номеров, соот-
ветствующий заданной координате. Для симплексов из 
этого диапазона проводится сначала проверка коорди-
нат узлов, а затем, в случае, если точка потенциально 

Рис. 2. Структурная схема системы ЦОМС на нерегулярной сетке
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Рис. 3. Основные этапы создания нерегулярной сетки: 
а — исходный сигнал S; б —обработанный сигнал S ′; в — сетка при значении порога размещения узлов 4σ (2226 узлов); г — сетка 
при значении порога размещения узлов 3σ (2970 узлов)

                                                                                   а                                                            б

                                                                                   в                                                           г 

                                                                    а                                                                                   б

                                                                    в                                                                                   г
Рис. 4. Сетки, построенные с помощью алгоритма [31]:

а — обучающий пример; б — ИНС типа однослойный персептрон; в — ИНС типа двухслойный персептрон; г — сверточный ИНС
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может оказаться внутри симплекса, вычисление бари-
центрических координат данной точки.

Поиск, требующий дополнительного объема па-
мяти, при котором диапазон изменения координат де-
лится на интервалы, причем для каждого интервала 
создается список симплексов, координаты узлов кото-
рых принадлежат этому интервалу (можно поставить 
различные условия, например, чтобы в каждом списке 
было определенное, заранее заданное число симплек-
сов). По заданным координатам точки определяется 
интервал, в пределах которого сначала проверяются 
координаты узлов, а затем, в случае, если точка потен-
циально может оказаться внутри симплекса, вычисля-
ются барицентрические координаты точки.

Следует отметить, что предварительная проверка 
координат узлов симплексов осуществляется только 
операторами сравнения и сортировки, в то время как 
точное определение принадлежности точки заданно-
му симплексу требует вычисления барицентрических 
координат, т. е. решения системы линейных алгебра-
ических уравнений третьего (для двух- и трехмерных 
симплексов) или более высокого порядка. Условие 
принадлежности в барицентрических координатах 
имеет вид:

0 ≤ λi ≤ 1, i = 1, 2, 3,

где барицентрические координаты λi вычисляются 
по глобальным координатам вершин треугольника 
(xA, yA), (xB, yB), (xC, yC),

1

1

2

3

.

11 1 1

A B C
A B C

x x x x
y y y y

�� � �� � � �
� �� � � �� �
� �� � � �� � �� � � �

 Выбор стратегии поиска руководствуется той про-
граммной и аппаратной платформой, которая будет ис-
пользоваться для ЦОМС на нерегулярной сетке. Так, 
реализация обработки с помощью ПЛИС потребует 
отказа от динамического выделения ресурсов, что ука-
зывает на преимущество стратегии поиска с равным 
числом симплексов в каждом интервале изменения ко-
ординат (при этом сами интервалы различны). Также, 
в случае использования ПЛИС в качестве аппаратной 
платформы, не имеет смысла предварительная про-
верка координат вершин симплексов, поскольку проще 
и эффективнее реализация с одновременным (парал-
лельным) вычислением барицентрических координат 
точки во всех симплексах выбранного интервала. 

 Поиск симплекса (на примере двумерной сетки) 
дан на рис. 5.

Для нерегулярных сеток предложен способ пере-
числения отсчетов, основанный на применении разло-
жения произвольного числа в виде сочетания фигур-
ных чисел [34]. Таким образом, отсчеты, составляющие 
треугольник нерегулярной сетки, легко группируются 
по возрастанию или убыванию барицентрических ко-
ординат, образуя четыре правильных треугольника, 

число отсчетов в каждом из которых является треу-
гольным числом. Аналогично, отсчеты группируются 
внутри тетраэдров, образуя подмножества, представ-
ляемые в виде правильных тетраэдров.  Для последу-
ющих вычислений преобразований типа дискретного 
преобразования Фурье (дискретного косинусного пре-
образования) барицентрические координаты всех пик-
селей будут рациональными числами, образующими 
регулярную решетку в пределах симплекса. 

Также в [34] предложено использовать полуцелые 
координаты узлов симплексов с целью исключения 
дублирования интерполяции отсчетов, лежащих на 
границе симплексов. Аппроксимация при этом осу-
ществляется с помощью метода наименьших квадра-
тов. Такой подход неудобен для работы с сигналами, 
обладающими некоторыми априорными свойствами, 
например, непрерывностью на границах симплексов. 

Пример представления отсчетов треугольного эле-
мента нерегулярной сетки в виде четырех правильных 
треугольников изображен на рис. 6.

Таким образом, существует инструментарий, по-
зволяющий создавать нерегулярную сетку и выполнять 
определенные манипуляции над отсчетами исходного 
сигнала. Дальнейшие операции над сигналом опреде-
ляются решаемой задачей, будь то интерполяция, сжа-
тие (с потерями или без потерь), распознавание обра-
зов, детекция и отслеживание перемещения объектов 
на кадрах видеопоследовательности или корреляцион-
ный анализ большого числа различных сигналов. 

Последующая обработка сигнала на нерегулярной 
сетке связана с решением задач определения схожести 
участков сетки (является ли одна сетка фрагментом 
другой), вычисления коэффициентов, характеризую-

Рис. 5. Результат поиска треугольника, соответствующего за-
данной точке:
1 — треугольники, пропущенные при поиске (за счет нуме-
рации узлов); 2 — треугольники, для которых вычислялись 
барицентрические координаты искомой точки; 3 — треуголь-
ники, для которых проведена проверка координат; 4 — тре-
угольники, не участвовавшие в поиске (поиск завершен)
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Рис. 6. Симплекс нерегулярной сетки, содержащий 15 отсчетов сигнала, представлен в виде совокупности четырех правильных 
треугольников, число отсчетов в которых равно 6, 3, 3 и 3. Нумерация отсчетов соответствует убыванию барицентрических коор-
динат исходного треугольника

щих отличие аппроксимированного сигнала на двух 
симплексах, фрагментах сетки, и синтеза аффинного 
преобразования, трансформирующего один фрагмент 
сетки в другой.

Для работы с сигналом на нерегулярной сетке це-
лесообразно характеризовать сигнал векторами, вы-
числяемыми в центроидах симплексов. Коэффициенты 
линейной аппроксимации позволяют легко найти гра-
диент и определить составляющие вектора в глобаль-
ной системе координат. 

Следует заметить, что две сетки можно сравнить 
двумя способами: могут сравниваться сами сетки, а 
может сравниваться аппроксимированный сигнал. В 
первом случае, для сравнения двух симплексов следует 
применять соотношения, сохраняющиеся при преобра-
зованиях подобия. Так, для треугольных элементов это 
может быть отношение площади к квадрату периметра. 
Тогда расстояние между двумя симплексами равно:
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где S1, S2, Р1, Р2 — площади и периметры треугольников.
Данное отношение может быть вычислено между 

всеми симплексами первой и второй сеток (предпо-
лагается, что две сетки сравниваются между собой). 
Наименьшие (нулевые) элементы матрицы расстояний 
указывают на возможные совпадения. Для таких эле-
ментов следует определять сумму расстояний для всех 
симплексов, прилежащих к ним:

� �
,

1
, ,M M

i j
K K i j

N
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где N — число симплексов в меньшем фрагменте. 
Для определенности все элементы, соседние с дан-

ным, сортируются по возрастанию отношения пло-
щади к квадрату периметра. Операция повторяется 
для фрагментов большего размера, учитывая большее 

число симплексов, прилежащих к симплексам преды-
дущего фрагмента. Таким образом, если одна из сеток 
является фрагментом другой, то найдется соотношение 
между двумя фрагментами с нулевым расстоянием. 
Следует обратить внимание, что обе сравниваемые сет-
ки могут иметь собственные системы глобальных коор-
динат, например, координаты узлов обеих сеток могут 
быть нормированы. Разумеется, обе сетки могут иметь 
различные системы нумерации узлов и симплексов. 

Вычисление критерия схожести для двух сигналов, 
определенных на различных сетках основано на век-
торном представлении градиентов сигналов в пределах 
симплексов. Критерием в этом случае (с учетом воз-
можного изменения масштаба при переходе от сетки 
к сетке, вращения фрагментов сетки) служит значение 
косинуса угла между векторами градиентов на различ-
ных сетках cosα. Для фрагментов сеток используется 
среднеквадратическое отклонение соответствующих 
косинусов с определенным порядком обхода ребер (гра-
ней) симплексов, например, по часовой стрелке, начи-
ная от наибольшего угла для треугольных элементов:
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� �  — среднее значение ко-

синуса угла между векторами градиентов. 
Нулевое СКО означает, что угол между векторами 

на различных сетках одинаков, то есть различие сигна-
лов состоит в повороте глобальной системы координат.

На рисунке 7 показан результат вычисления крите-
рия для схожих фрагментов двух нерегулярных сеток. 
Для наглядности в качестве первого сигнала исполь-
зовано распределение поля в задаче типа «цилиндр в 
однородном поле», второй сигнал — фрагмент перво-
го. На рисунке 8 дан пример анализа сходства двух изо-
бражений, заданных на нерегулярных сетках. 



104

Вестник МЭИ. № 3. 2019                   ИНФОРМАТИКА, ВЫЧИСЛИТЕЛЬНАЯ ТЕХНИКА И УПРАВЛЕНИЕ

СИСТЕМНЫЙ АНАЛИЗ, УПРАВЛЕНИЕ И ОБРАБОТКА ИНФОРМАЦИИ

Дальнейшее развитие предлагаемого метода связа-
но с вычислением различных интегральных величин, 
характеризующих векторные поля на фрагментах нере-
гулярных сеток, таких как поток, циркуляция. Подоб-
ное представление сигнала может быть применено для 
вычисления преобразования Радона. Перспективным 
видится совместное применение нерегулярных сеток и 
искусственных нейронных сетей для решения различ-
ных актуальных задач ЦОМС. 

Заключение

Приведен обзор применения нерегулярных сеток 
для создания разреженного представления сигнала. 
Предложены способы осуществления базовых опера-
ций ЦОМС на нерегулярных носителях: построение 
сетки, адаптивной к особенностям сигнала; поиск 
симплекса, которому принадлежит заданный отсчет 

сигнала; вычисление дискретных преобразований. 
Разработанные алгоритмы составляют инструмента-
рий, позволяющий гибко и эффективно обрабатывать 
сигналы, ориентируясь на различные аппаратные плат-
формы. 

Рассмотрены вопросы определения степени бли-
зости двух сеток, а также двух сигналов, заданных на 
различных нерегулярных сетках. Рекомендовано ис-
пользовать разреженные представления сигналов на 
нерегулярных сетках при решении задачи отслежива-
ния перемещений объектов, в системах технического 
зрения, в том числе при наличии ограничений на объем 
анализируемой информации. 

Работа с методами ЦОМС на нерегулярных сетках 
может быть востребована при машинном обучении, 
построении искусственных нейронных сетей  сверточ-
ного типа, решении задач методом опорных векторов.

Рис. 7. Сравнение фрагмента и полной сетки. Cигнал — распределение поля для задачи «цилиндр в однородном поле»

Рис. 8. Сравнение фрагмента и полной сетки для тестового изображения
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