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Рассмотрено интегро-дифференциальное уравнение с нулевым оператором дифференциальной части и несколькими быстро изменя-
ющимися ядрами. Изучен предельный переход его решения при стремлении малого параметра к нулю. Аналогичная задача анализи-
ровалась ранее для одного быстро изменяющегося ядра. В случае нескольких быстро изменяющихся ядер исследование сопряжено с 
довольно тонким анализом регуляризованного асимптотического решения, алгоритм построения которого ранее не разрабатывался. 
Непосредственное обобщение идей работы с одним быстро изменяющимся ядром малоэффективно, так как наличие нескольких 
спектральных значений ядра интегрального оператора существенно изменяет алгоритм метода регуляризации С.А. Ломова, делая 
его менее обозримым. Известно, что при исследовании предельного перехода при стремлении малого параметра к нулю в сингу-
лярно возмущенных задачах обычно строится главный член асимптотики, для вычисления которого в случае интегро-дифферен-
циальных уравнений с нулевым оператором дифференциальной части надо решить первые две итерационные задачи, возникаю-
щие в процессе построения асимптотики, при наличии известной правой части третьей итерационной системы. В случае одного 
быстро изменяющегося ядра построение такого решения не составляет особого труда, поскольку эквивалентная интегро-диффе-
ренциальная система имеет порядок, равный двум. В случае нескольких ядер этот порядок больше двух, что заметно усложняет 
построение решений соответствующих итерационных задач. Основные идеи проводимого обобщения и тонкости, возникающие 
при разработке соответствующего алгоритма метода регуляризации, полностью просматриваются в случае двух быстро изменяю-
щихся ядер, поэтому в работе представлен именно этот случай. 
Показано, что предельное решение существенно зависит от числа спектральных значений интегрального оператора, и точное 
решение исходной задачи стремится к предельному на всем рассматриваемом отрезке времени, что подтверждает эффект отсут-
ствия в задаче пограничного слоя. 
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The Limiting Transition in Integro-Differential Equations Containing  
a Null Operator in the Differential Part and Several Rapidly Varying Kernels

M.A. Bobodzhanova, V.F. Safonov, O.D. Tuychiev

An integro-differential equation with a null operator in the differential part and several rapidly varying kernels is considered. The limiting transition 
of its solution with the small parameter tending to zero is studied. Earlier, a similar problem was considered for one rapidly varying kernel. In the 
case of several rapidly varying kernels, the investigation of this problem involves a rather subtle analysis of a regularized asymptotic solution, an 
algorithm for construction of which was previously developed.
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An attempt to directly generalize the ideas of the study that dealt with one rapidly changing kernel is inefficient, because the presence of several 
spectral values of the integral operator’s kernels involves the need to essentially change Lomov’s regularization method algorithm, which becomes 
less observable. It is known that in studying the limit transition with a small parameter tending to zero in singularly perturbed problems, the 
asymptotics main term is usually constructed. For calculating this term in the case of integro-differential equations with a null operator in the 
differential part, it is necessary to solve the first two iteration problems arising in constructing the asymptotics, provided that there is a knowm 
right-hand side of the third iteration system. In the case of a single rapidly changing kernel, construction of such solution is quite straightforward, 
because the equivalent integro-differential system is of the second order. If there are several kernels, this order is greater than two, a circumstance 
that adds noticeably more difficulty to construction of solutions for the corresponding iterative problems. The basic ideas of the generalization and 
subtleties that arise in developing the corresponding regularization method algorithm are fully seen in the case of two rapidly varying kernels; this 
is why it is exactly this case that is presented in the article.
It is shown that the limit solution depends essentially on the number of integral operator spectral values, and that the exact solution of the initial 
problem tends to the limit solution on the entire considered time interval, a result that confirms the boundary layer lacking effect in the problem.
Key words: integro-differential equations, regularization of an integral.
For citation: Bobodzhanova M.A., Safonov V.F., Tuychiev O.D. The Limiting Transition in Integro-Differential Equations Containing 
a Null Operator in the Differential Part and Several Rapidly Varying Kernels. Bulletin of MPEI. 2019;4:135—142. (in Russian).  
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Введение

Рассмотрим  интегродифференциальное уравнение
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с нулевым оператором дифференциальной части и не-
сколькими быстро изменяющимися ядрами и изучим 
предельный переход его решения y = (t, ε) при ε → +0. 
Аналогичная задача рассмотрена в [1, 2] для одно-
го быстро изменяющегося ядра. В случае нескольких 
быстро изменяющихся ядер алгоритм построения ре-
гуляризованных асимптотических решений [3, 4] до 
настоящего времени не был развит. Непосредственное 
обобщение идей [1] на этот случай малоэффективно, 
так как наличие нескольких спектральных значений 
μj(t) ядра интегрального оператора существенно ус-
ложняет алгоритм метода регуляризации С.А. Ломова. 
В случае одного быстро изменяющегося ядра постро-
ение регуляризованного асимптотического решения не 
составляет особого труда, поскольку эквивалентная 
интегродифференциальная система имеет порядок, 
равный двум. В случае задачи (1) с r ≥ 2 этот порядок 
увеличивается до r + 1, что заметно усложняет постро-
ение решений соответствующих итерационных задач, 
а значит, и самого асимптотического решения. Основ-
ные идеи обобщения  на случай r ≥ 2 полностью просма-
триваются в случае двух быстро изменяющихся ядер, 
поэтому в настоящей работе ради сокращения выкладок 
считаем, что в (1) r = 2. Заметим, что задача (1) не рас-
сматривалась с точки зрения других методов асимпто-
тического интегрирования (например, методов [5 — 7].

Эквивалентная интегродифференциальная 
система и ее регуляризация

Предположим выполненными следующие условия: 
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Введем две новые неизвестные функции:
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Дифференцируем их по t:
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Вместо (1) получим систему
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где w = {y, z1, z2}, H(t) = {h(t), 0, 0}, а матрицы A(t), A1(t), 
Gj(t, s) имеют вид:
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Поскольку спектр σ(A(t)) = {0, μ1(t), μ2(t)} матрицы 
A(t) имеет только два ненулевых собственных значения 
μj(t), то регуляризацию задачи (2) проведем с помощью 
переменных
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Однако задачу (4) нельзя считать полностью регу-
ляризованной, так как в ней не проведена регуляриза-
ция интегрального оператора
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Для регуляризации оператора Jw�  введем класс   
( )| ,tM U� �

��
�

�  асимптотически инвариантный отно-

сительно оператора J [1, с. 62]. При этом в качестве U 
возьмем пространство вектор-функций w(t, τ), представ-
ляемых суммами вида
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Покажем, что класс Мε асимптотически инвариан-
тен относительно оператора J. Для этого надо доказать, 
что образ Jw(t, τ) на функциях вида (5) представим в 
виде ряда
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сходящегося асимптотически к Jw (при ε → +0) равно-
мерно по t ∈ [0, T]. Подставим (5) в Jw(t, τ):
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Применяя операцию интегрирования по частям, по-
лучим следующее разложение:
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где введены операторы:
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Нетрудно показать [4], что ряд  справа в (8) сходится к   
Jw(t, ε) (при ε → +0) равномерно по t ∈ [0, T).

Введем операторы порядка (по ε) Rm : U → U:
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тогда образ Jw(t, τ) можно записать в виде:
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с коэффициентами wk(t, τ) ∈ U, k ≥ –1. 
Определение 1. Формальным расширением J� опе-

ратора J на рядах вида (12) называется оператор

def

1 1, 0

( , , ) ( , ).s s
s s

J w t R w t
� �

�
��

��� �� �� �

� � � � �� �� �         (13) 

Несмотря на то, что расширение J� оператора J опре-
делено формально, им вполне можно пользоваться при 
построении асимптотического решения конечного по-
рядка по ε. Теперь легко выписать регуляризованную 
(по отношению к (1)) задачу:

� �
1 2

0

1

1 2

( ) ( ) ( ) ( )

( ), (0,0, ) ,0,0 .

w w wt t A t w A t w
t

Jw H t yw

� � �
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� �� ��

�� � � �

� � � � �

� � �
   (14)

Разрешимость итерационных задач  
и асимптотическая сходимость  
формальных решений к точному

Подставив ряд (12) в (14) и приравняв коэффицен-
ты при одинаковых степенях ε, получим следующие 
итерационные задачи:

� �
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1

1 2

( ) ( ) ( ) ( )

( ), (0,0, ) ,0,0 .

w w wt t A t w A t w
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Jw H t yw
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  (15–1)
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              (150)
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                (151)

1
0 1 1 0 1
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, (0,0) 0, 1.
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    (15k)

Переходя к формулировке теорем о нормальной и 
однозначной разрешимостях итерационных задач (15k), 
вычислим собственные векторы φj(t) и χ j(t) матриц A(t) 
и A*(t). Они выглядят как:

� � � �

� � � � � �
� � � �

1

2 1

0 1

2 0
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1 2

 ;

0,1,0 ;  0,
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1 1 1
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( ) ) 0 1( , ,

t t
t

t t
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t t
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 (160)

причем φ0(t), φ1(t), φ2(t) соответствуют собствен-
ным значениям λ0(t) ≡ λ1(t) ≡ μ1(t), λ2(t) ≡ μ2(t) матри-
цы A(t) а χ0(t), χ1(t), χ2(t) — собственным значениям 
� � � � � � � � � �0 1 1 2 20, ,   t t t t t� � � � � � � �  матрицы A*(t).
Каждая из итерационных систем (15k) имеет вид:

0 1 2

1 2

( , ) ( ) ( ) ( ) ( , ),
w wL w t t t A t w P t� �

� �� � � � �
�� ��

�     (16)

где 1 2

21 0( ) ( )e ( )e ( ) .P t P t P t P t U� �� �� �  
Теорема 1. Пусть выполнены условия 1 — 3 и  

P(t, τ) ∈ U. Для того, чтобы система (16) имела решение 
в  пространстве U, необходимо и достаточно, чтобы

( ( ), ( )) 0, , [0, ]1, .0, 2j j jP t t t T� � � � �             (17)

Доказательство проводится по той же схеме, что и 
доказательство аналогичного утверждения в [1]. При 
этом при выполнении условий ортогональности (17) си-
стема (16) имеет следующее решение в пространстве U:  
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(18)

где � � � �� �10, ,j t C T�� � �  — произвольные функции;   

� �
� � � �� �
� � � �

,
, , 0,1,2

j k
jk

j k

P t t
p t j k

t t
�

� �
� ��

 ради удобства обо-

значим τ0 = 0; через (,) обозначено скалярное произ-
ведение в комплексном пространстве 3.

Рассмотрим систему (17) при дополнительных ус-
ловиях
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      (19)

где 1 2

21 0( , ) ( )e ( )e ( )Q t Q t Q t Q t� �� � � �  — известная функ-
ция класса U; w* ∈ 3 — постоянный вектор; через <,> 
обозначено скалярное (при каждом t ∈ [0, T]) произве-
дение в пространстве U:  
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Имеет место следующее утверждение (доказатель-
ство выполнено по схеме работы [1]).

Теорема 2. Пусть выполнены условия 1 — 3 и век-
тор-функция P(t, τ) ∈ U  удовлетворяет условиям (17).  
Тогда система (16) при дополнительных условиях (19) 
однозначно разрешима в U. При этом функции αj(t)  
в решении (18) задач (16), (19) находятся из распадаю-
щейся системы уравнений:
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где:
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Так же, как и в [2, с.70 — 75], можно доказать сле-
дующую теорему об асимптотической сходимости 
формальных решений к точным.

Теорема 3. Пусть для системы (2) выполнены ус-
ловия 1 — 3, тогда при ε = (0, ε0] (ε > 0 достаточ-
но мало) у системы (2) есть единственное решение 

1 3( , ) ([0, ], )w t C T� � � , и имеет место оценка:
1

[0, ]|| ( , ) ( ) ||  ..., 1,0,1, ,N
N C T Nw t w t c N�
�� � � � ��

где wε,N(t) — сужение (при ( )t�
��

�
) N-ой частичной 

суммы ряда (12) (с коэффициентами wk(t, τ) ∈ U, удов-
летворяющими итерационным задачам (15k )); посто-
янная cN > 0  не зависит от ε при ε ∈ (0, ε0).

Поскольку решение y(t, ε) исходной задачи (1) явля-
ется первой компонентой вектор-функции w(t, ε),  то для 
него (при условиях 1 — 3) также справедлива оценка

1

[0, ]|| ( , ) ( ) || , 1,0,1,...;N
N C T Ny t t c Ny �
�� � � � ��

cN > 0 не зависит от ε при ε ∈ (0, ε0). 

Предельный переход в задаче (1)

Согласно теореме 3

� � � � � � � �
� �� �
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1 0 1, , , , ;

/ ,

w t w t w t F t

t

�
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� � � �
        (21)

где � � � � � �1 0 00,
, (0, ]

C T
F t c� � ��� � .

Следовательно, для изучения предельного перехода 
в (2) следует найти решения w–1(t, τ), w0(t, τ) итераци-
онных задач (15–1) и (150). Сделаем это, используя фор-
мулы (18), (20).

Поскольку в первой итерационной задаче (15–1) 
функции � � � � � � � �1

0 1,2, 0,1,2jk jkp t p t j k�� � � � , то ее 
решение в пространстве U (см. (18)) имеет вид:
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где � � � � � �1
0,j t C T� �� �  — пока неизвестные скалярные 

функции. 
Подчиняя (22) начальному условию w–1(0, 0) = 0, 

получим:
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2
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При этом следующая итерационная задача (150) 
примет вид:
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По теореме 1 эта система разрешима в простран-
стве U тогда и только тогда, когда выполняются усло-
вия ортогональности (см. (17)): 
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Подробнее запишем эту систему, учитывая, что  
H(t) = {h(t), 0, 0}, и вид (160) собственных векторов χj(t)  
и φj(t):
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Поскольку начальные условия (23) для данной си-
стемы нулевые, то
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       (25)

Уточним вид системы (24): 
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         (240)

Заметим, что в силу того, что все αj
(–1)(0) = 0 (j = 0, 1, 2)  

имеет место равенство P0
(0)(0) = 0. Действительно,
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В силу выполнения условий ортогональности (17),  
система (24)  имеет следующее решение (см. (18)):
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Начальное условие w0(0, 0) = w0 (с учетом того, что  
P0

(0)(0) = 0) приводит к системе
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из которой находим значения αj
(0)(0):  
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 (27)

Окончательное вычисление скалярных функций  
αj

(0)(t) осуществляется на следующем шаге при подчи-
нении правой части системы

� � � �0
1 1 0 0 0 1 1,

w
Lw t A t w R w R w

t �

�
� � � � � �

�
   (151)

условиям ортогональности (17).  Вид оператора R0 вы-
писан в первом выражении (10). Требуется явный вид 
оператора R1. Полагая m = 0, во втором выражении 
(10), будем иметь: 
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Поскольку � � � � � � � �1

1 0 0, ,w t t t�
� � � � �  то 

� � � � � � � � � � � � � � � � � �1 1 1

0 1 2

1

0 0 , 0,t t t tw w tw� � ���� � ��

поэтому в правой части выражения для R1w–1(t, τ) выра-
жение в фигурной скобке исчезает, и получается более 
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простое выражение для R1w–1(t, τ) с учетом того, что 
αj

(–1)(0) = 0:
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Система (151) примет вид:
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Подчинив ее правую часть условиям ортогонально-
сти  (17), придем к следующим уравнениям:
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  (28)

где
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Поскольку (см. (27)) αj
(0)(0) = 0, j = 1, 2; α0

(0)(0) = 0 = y0, 
то система (28) имеет следующее решение ( � �0 0t� �� ) :
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  (29)

Таким образом, в равенстве (21) полностью найде-
ны w–1(t, τ), w0(t, τ):
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где τ = ψ(t)/ε; � � � �
� � � � � �� �
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Ясно, что для существования конечного предела   
� �

0
lim ,w t
���

�  необходимо, чтобы

� �
� � � � � �� �

� � � �

� � � � � �� �
� �

1 0 0

1 0 0

1

0

,

0

,

0

, 0

e 0

e 0.

t

s

t

s

A

A

t d

t d

w t

h s ds t

h s ds

� � � � �

� � � � �

�

�

�

� � �

� ��� �� � � �� �� �
� �

�
� �

�

�

Это тождество выполняется тогда и только тогда, 
когда h(t) ≡ 0. В этом случае 
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Из (21) вытекает следующее утверждение.
Теорема 4. Пусть выполнены условия 1, 2, тогда   

для того, чтобы имел место предельный переход,
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� ��� �� � � � � �� �� �
� �

необходимо и достаточно, чтобы � � � �� �0 0, .h t t T� � �
Заметим, что если � � 0h t ��  на отрезке [0, T], то ука-

занный предельный переход невозможен. В этом слу-
чае следует показать, что существует равномерный по  
t ∈ [0, T] асимптотический предельный режим при  
ε → +0 [8, с. 528]. Отметим, что равномерный переход, 
указанный в теореме 4, справедлив на всем отрезке  
[0, T]. Это означает, что в задачах типа (1) отсутствует 
пограничный слой в окрестности точки t = 0.
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