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Применение интервального подхода к построению статических  
характеристик объекта 
Н.В. Скибицкий 
Дан анализ источников неопределенности и особенностей применения различных моделей описания неточных данных, а также 
подходов к решению задачи построения прямой и обратной статических характеристик системы по неточным данным. 
Показано, что нечеткая модель, имеющая в своей основе понятия нечеткого множества и функции принадлежности, пригодна для 
описания широкого спектра источников неопределенности, однако ее применение встречает методологические трудности при 
сравнении и ранжировании нечетких чисел и сглаживании нечетких данных.  
Применение подхода, основанного на вероятностной модели описания неопределенности, целесообразно лишь в случае, когда 
неопределенность связана только со случайностью, описание других ее источников в рамках этой модели затруднительно. Более 
того, даже в этом случае задача построения обратной характеристики объекта сталкивается с серьезными теоретическими труд-
ностями, а формальное применение аппарата регрессионного анализа дает результаты, далекие от истинных. 
В этой связи представляется перспективным подход, основанный на интервальной модели описания неопределенности, предпо-
лагающий, что ошибки эксперимента ограничены по величине. Это позволяет описать широкий класс неточных исходных дан-
ных и учесть широкий спектр априорной информации об ошибках, включая сведения об абсолютных и относительных ошибках, 
ошибках округления, экспертную информацию.
В рамках рассматриваемого подхода к построению статических характеристик систем по экспериментальным данным предло-
жена процедура обработки представленных в интервальной форме данных, позволяющая определить гарантированный интервал 
неопределенности статической характеристики.
Ключевые слова: неопределенность экспериментальных данных, модели описания неопределенности, интервальная модель не-
определенности, интервальный анализ, прямая и обратная статические характеристики объекта, интервальное оценивание стати-
ческих характеристик.
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Application of the Interval Approach to Constructing  
the Static Characteristics of an Object
N.V. Skibitsky
Uncertainty sources and peculiarities connected with using various models for describing inaccurate data, and approaches to solving the 
problem of obtaining the direct and inverse static characteristics of a system based on inaccurate data are analyzed.



АВТОМАТИЗАЦИЯ И УПРАВЛЕНИЕ ТЕХНОЛОГИЧЕСКИМИ ПРОЦЕССАМИ И ПРОИЗВОДСТВАМИ90

Вестник МЭИ. № 1. 2020                   ИНФОРМАТИКА, ВЫЧИСЛИТЕЛЬНАЯ ТЕХНИКА И УПРАВЛЕНИЕ

It is shown that a fuzzy model constructed proceeding from the fuzzy set and membership function concepts is suitable for describing a 
wide range of uncertainty sources; however, attempts to apply it encounter methodological difficulties in comparing and ranking fuzzy 
numbers and smoothing fuzzy data.
Application of an approach uncertainty in which is described by means of a probabilistic model makes sense if uncertainty is solely due to 
randomness; description of its other sources within this model involves difficulties. Moreover, even in this case, the problem of constructing 
the inverse characteristic of an object involves serious theoretical difficulties, and attempts to formally apply the regression analysis 
techniques yield results that are far from being true.
In view of what was said, it seems promising to use an approach based on an interval uncertainty description model, in which experimental 
errors are assumed to be limited in value. With this approach, it becomes possible to describe a wide class of inaccurate source data and take 
into account a wide range of a priori information about errors, including absolute and relative errors, rounding errors, and expert judgment.
Within the framework of the considered approach to constructing static characteristics of systems based on experimental data, a procedure 
for processing data presented in the interval form is proposed, which makes it possible to determine the guaranteed static characteristic 
uncertainty interval.
Key words: experimental data uncertainty, uncertainty description models, interval uncertainty model, interval analysis, direct and inverse 
static characteristics of an object, interval estimation of static characteristics.
For citation: Skibitsky N.V. Application of the Interval Approach to Constructing the Static Characteristics of an Object. Bulletin of 
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Введение

Решение задачи управления системой или прогно-
за ее состояния — завершающий этап длительного 
процесса, включающего построение математической 
модели. На практике для описания объекта часто ис-
пользуется линейная по параметрам статическая ха-
рактеристика, позволяющая решать так называемые 
прямые задачи, связанные с оценкой выходного значе-
ния y при заданном входном значении x [1 — 4]. При-
менительно к системе с одним входом и одним выхо-
дом она может быть представлена в виде 

y = f(x) = b1φ1(x) + ... + bmφm(x),               (1)

где f(x) —  функция преобразования; φi(x) — известные 
базисные функции; bi — неизвестные параметры.

В ряде случаев необходимо решать и обратную за-
дачу, т. е. находить оценку х при заданном значении у в 
соответствии с выражением

x = f –1(y) = ψ(a1, ..., am, y),                    (2)

где ai — неизвестные параметры, выражаемые через bi. 
Такая задача актуальна при исследовании следящих 

систем, в метрологии при получении градуировочной 
характеристики и т. д. [5 — 8]. 

Для получения математической модели часто при-
меняется концепция «черного ящика», когда в ходе 
исследования наблюдению и измерению доступны 
только входная и выходная переменные объекта. Тогда 
основой для решения задачи построения модели стано-
вятся данные эксперимента, которые можно предста-
вить в виде множества {xi, yi, i = 1...n}, содержащего n  
пар значений измеряемых величин xi, yi. 

На практике переменные х и у определяются с 
ошибками, которые могут иметь различную природу, 
а механизм их действия описывается сложными моде-
лями. Таким образом, исследователь часто имеет дело 
с неточно определенными данными, а, значит, модель 
оказывается известной лишь приближенно. Поэтому 
важно правильно оценить помехи, действующие на 
объект, что невозможно без выбора адекватной формы 

описания данных, полученных в условиях неопреде-
ленности. В зависимости от специфики задачи, источ-
никами неопределенности в общем случае могут вы-
ступать различные факторы (рис. 1).

В процессе решения задач анализа и обработки не-
точно известных данных следует выполнять различ-
ные операции, результат которых и его интерпретация 
зависят от принятой исследователем модели описания 
неопределенности.  

Модели описания неопределенности

Для описания неопределенности данных исполь-
зуются три модели: вероятностная, нечеткая и интер-
вальная. Каждая из них имеет свою область предпо-
чтительного применения, определяемую природой 
возникновения неопределенности, априорными знани-
ями об объекте, учетом условий его функционирования.

Нечеткая модель в своей основе содержит понятия 
нечеткого множества и функции принадлежности, за-
даваемой обычно экспертным путем и определяю-
щей степень принадлежности возможного значения 
нечеткой переменной нечеткому множеству [9]. Она 
пригодна для описания широкого спектра источников 
неопределенности, однако ее применение встречает ме-
тодологические трудности при сравнении и ранжирова-
нии нечетких чисел и сглаживании нечетких данных.

Вероятностная модель используется для описания 
неточных данных в предположении, что они являются 
случайными величинами [1, 3, 10 — 12]. Исчерпыва-
ющим описанием непрерывной случайной величины x 
является ее функция плотности вероятности. Отметим, 
что на практике исследователь, не имея возможности 
на основе ограниченных наблюдений получить точное 
описание функции плотности вероятности, оперирует 
с ее статистической оценкой. Вероятностный подход 
к решению задачи построения статической характери-
стики объекта в условиях неопределенности получил 
наибольшее распространение. 

В рамках данного подхода детально проработана 
процедура построения обратной функции [7, 10, 11], 
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которая, как правило, включает два шага. Сначала по 
экспериментальным данным находят оценки коэффи-
циентов прямой функции, а затем алгебраически осу-
ществляют переход к обратной зависимости. Тогда 
оценки коэффициентов обратной зависимости опреде-
ляются оценками неточно определенных коэффициен-
тов прямой функции, и предсказанное значение вход-
ной переменной будет содержать ошибки. 

Концепция, основанная на вероятностной модели 
описания неопределенности, подробно рассмотрена в 
[13]. Там же отмечены ограничения на ее использова-
ние, связанные с необходимостью выполнения доста-
точно жесткой системы предпосылок регрессионно-
го анализа. Вместе с тем, практические приложения 
регрессионного анализа показали, что его исходные 
предпосылки часто далеки от реальности [14 — 16], 
а оптимальные свойства получаемых оценок параме-
тров справедливы только для прямой модели. В рамках 
регрессионного анализа не разработан теоретически 
обоснованный метод построения обратной характери-
стики, поэтому применение вероятностного подхода к 
решению задачи ее получения приводит к серьезным 
трудностям, а формальное применение регрессионно-
го анализа дает результаты, далекие от истинных.

Применение данной модели целесообразно в слу-
чае, если неопределенность связана только со случай-
ной вариабельностью. Описание других источников 
неопределенности в рамках вероятностной модели за-
труднительно. 

Интервальный подход к решению задачи  
построения статической характеристики  
объекта в условиях неопределенности

Представляет интерес интервальная модель оценки 
неопределенности [15 — 17], принципиальным мо-

ментом которой является гипотеза о том, что истинное 
значение некоторого параметра а достоверно принад-
лежит интервалу a ∈ [a] = [a–, a+], где a–, a+ — нижняя 
и верхняя границы интервала [а]. Для его определения 
может быть использован широкий спектр априорной 
информации: сведения об абсолютных и относитель-
ных ошибках, ошибках округления, экспертные дан-
ные, ошибки, связанные с вариабельностью пере-
менной и т. д. При этом на интервале не может быть 
задана какая-либо вероятностная мера в виде функции 
плотности вероятности (как в вероятностной модели) 
или функции принадлежности (как в нечеткой модели)  
[18].

В зависимости от того, в какой форме и из какого 
источника получена информация о неопределенности 
величины a, встречаются три формы записи границ 
интервала, между которыми существует взаимно одно-
значное соответствие: 

● границы amin и amax:

[a] = [amin; amax];

● точечное значение a (середина интервала) и абсо-
лютная ошибка Δ:

[a] = [a – Δ; a + Δ];

● точечное значение a и относительная ошибка  
δ = Δ/a:

[a] = [a – δ|a|; a + δ|a|].

Результатом операций с интервалами всегда явля-
ется интервал. 

В работе использован аппарат интервального ана-
лиза [19], который, в отличие от интервальной компью-
терной арифметики, позволяет оперировать с именами 

Рис. 1. Источники неопределенности
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переменных, а не только с их значениями, что обеспе-
чивает выполнение дистрибутивного закона и наличие 
обратного элемента. Таким образом, в интервальном 
анализе каждая интервальная величина задается как 
единая сущность, состоящая из имени переменной и 
интервала ее возможных значений, в то время как при-
менение интервальной арифметики приводит к полу-
чению так называемого «интервального расширения» 
[20].

При решении  задач построения прямой (1) и об-
ратной (2) статических характеристик объекта для об-
легчения понимания предлагаемого подхода и обеспе-
чения его геометрической интерпретации, изложение 
проведем применительно к однофакторной линейной 
по параметрам модели.

Интервальный подход к описанию неопределен-
ности позволяет с помощью модели (1) представить 
экспериментальные данные в виде двух интерваль-
ных векторов [x] =([x1] ... [xi] ... [xn]) и [y] = ([y1]...[yi]...
[yn]). При этом каждый интервал [xi] или [yi] опреде-
ляет множество всех возможных значений переменной 
и называется интервальным наблюдением. Каждому 
интервальному наблюдению [x] или [y] соответству-
ет не точка, а интервал. Если ошибка имеет место как 
при определении х, так и у, то на графике зависимо-
сти у(х) каждому интервальному наблюдению соответ-
ствует прямоугольник, высота которого определяется 
∆y  (ошибкой в переменной у), а ширина — ошибкой ∆x 
в переменной х. При малых значениях ∆х прямоуголь-
ники вырождаются в вертикальные линии. Диапазон 
изменения переменной у определяется, исходя из ре-
зультатов дублирования опытов по максимальному и 
минимальному ее значениям [21]. 

Гипотеза об однородности выборочных данных 
предполагает проверку принадлежности интервальных 
наблюдений [xi] (i = 1, 2, …, n) одной генеральной со-
вокупности X. Поскольку однородная выборка оцени-
вает одно и то же неизвестное значение, то оно должно 
принадлежать всем интервальным наблюдениям. Сле-
довательно, гипотеза об однородности интервальной 
выборки {[x1]...[xi]...[xm]} принимается, если все ин-
тервальные наблюдения [xi] пересекаются, и их можно 
рассматривать как различные наблюдения одной и той 
же величины х. Это позволяет заменить интерваль-
ную выборку одним интервалом неопределенности  
[x] = [min(ximin), max(ximax)], геометрически определяе-
мым как объединение всех выборочных интервалов.

Если существует хотя бы одно наблюдение [xk], ко-
торое не пересекается с остальными, то гипотезу об 
однородности выборки следует отвергнуть.

Адекватной интервальным данным считается лю-
бая функция, проходящая через все интервальные на-
блюдения. Очевидно, что можно подобрать различные 
функции, которые удовлетворяют этому условию. На 
практике часто предпочитают линейные по параме-
трам (линейные, квадратичные или степенные) функ-

ции, которые можно записать в виде (1), где b — век-
тор подлежащих определению коэффициентов. Если 
через все интервальные наблюдения можно провести 
горизонтальную линию, то это свидетельствует об от-
сутствии связи между переменными, и модель теряет 
смысл.

Неизвестные коэффициенты каждой функции из 
предполагаемого набора могут быть рассчитаны ме-
тодом наименьших квадратов (МНК) по средним точ-
кам интервальных наблюдений, тогда в качестве един-
ственной функции из набора выбирается наиболее 
простая [22].

Очевидно, что через интервальные наблюдения 
можно провести много функций заданного вида, от-
личающихся только значением вектора параметров b, 
который можно отобразить точкой в пространстве со-
ответствующей размерности. Следовательно, множе-
ству всех адекватных моделей соответствует область B 
всех возможных векторов b, получаемая в результате 
решения системы линейных интервальных уравнений:

B = {b:Fb = y,  F ∈ [F],  y ∈ [y]},

где b — вектор искомых коэффициентов; [F] — матрица 
интервальных значений базисных функций; [y] — век-
тор интервальных наблюдений выходной переменной. 

Множество точек области B можно получить с по-
мощью метода Монте–Карло, генерируя различные 
наборы «точечных наблюдений» (xi, yi, i = 1, …, n), 
выбираемых внутри имеющихся интервальных на-
блюдений. По данным каждого из таких эксперимен-
тов можно рассчитать один вектор оценок. Однако 
подобное моделирование излишне с учетом того, что 
область B представляет собой выпуклый многогранник 
в пространстве параметров [22], что позволяет при ее 
описании ограничиться вычислением лишь конечного 
числа b(k) его вершин. Каждой из вершин соответствует 
характеристика, проходящая по границам интервальных 
наблюдений. В случае двух параметров эта область яв-
ляется выпуклым четырехугольником (рис. 2). Если гра-
ницы интервального параметра bj имеют разные знаки, 
то это означает, что одним из возможных значений ко-
эффициента является нуль. Тогда не отвергается гипо-
теза H0:bj = 0, и коэффициент считается незначимым. 
Иначе говоря, если полученная область B:

● не пересекается ни с одной из координатных 
осей, то гипотезы H0:bj = 0 необходимо отвергнуть для 
всех коэффициентов, т. е. все коэффициенты значимы;

● пересекается с j-й координатной осью, то возмож-
ным значением соответствующего коэффициента ста-
новится bj = 0, и он должен быть исключен из модели.

На рисунке 2 область В не пересекает ни одну из 
координатных осей, поэтому можно сделать вывод, что 
оба коэффициента значимы.

С учетом выпуклости области В, достаточно най-
ти лишь координаты четырех ее вершин b(1), b(2),  b(3), 
b(4), где вершина b(1) рассчитывается для эксперимента, 
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в котором переменные установлены на своих верхних 
границах ximax, yimax, а вершина b(2) — по данным нижних 
границ ximin, yimin. Векторы коэффициентов b(3), b(4) опре-
деляются по двум наиболее разнесенным в области 
переменной у экспериментальным точкам (x1max, y1max), 
(xnmin, ynmin) и (x1min, y1min), (xnmax, ynmax). Отдельно вычис-
ляется средняя точка четырехугольника b(0), которой 
соответствует характеристика, рассчитанная с исполь-
зованием центров интервальных наблюдений.

Для расчета интервала неопределенности сглажива-
емой кривой используются правила построения интер-
вальной функции в соответствии с базовым принципом 
интервального анализа: интервал неопределенности 
результата — есть множество его возможных значе-
ний, получаемых при варьировании переменных и па-
раметров задачи в границах известных интервалов. 

Если значения переменных или/и коэффициентов 
для функции векторного аргумента y = f(b, x) заданы в 
интервальном виде, то ее значение при фиксированном 
значении аргумента также будет интервалом. Границы 
интервального значения функции определяются как ее 
предельные значения при изменении коэффициентов bj 
и переменных xi внутри заданных интервалов:

[y] = [y–, y+] = [y:y = f(b, x),  x ∈ [x],  b ∈ B].

В случае однофакторной линейной модели в интер-
вальном методе (в отличие от вероятностного подхода) 
границы коридора ошибок модели описываются не дву-
мя, а четырьмя функциями y(b(1), x), y(b(2), x), y(b(3), x), 
y(b(4), x), коэффициенты которых совпадают с коорди-
натами вершин области B. При этом первая пара функ-
ций описывает коридор ошибок модели внутри диапа-
зона изменения переменной х в эксперименте, а вторая 
пара — коридор вне этого диапазона, т. е. коридор 
неопределенности описывается не гладкой функцией, 
как при статистическом подходе, а кусочно-линейным 
сплайном (рис. 3). 

Интервалы неопределенности моделей на рис. 3 
получены с использованием множества В возможных 
значений коэффициентов. Цифры 1 — 4 на рис. 2, 3 
обозначают соответствия между вершинами области В 
(рис. 2) и функциями (рис. 3). Центральная прямая на рис. 
3 построена как полусумма границ коридора ошибок.

Задача построения обратных характеристик объек-
та в технических приложениях обычно решается для 
однофакторных, монотонных функций, обеспечива-
ющих однозначность преобразования. В этом случае 
сначала по экспериментальным данным находят значе-
ния bj коэффициентов прямой модели (1), а затем по 
ним рассчитывают параметры aj обратной функции 
(2), что позволяет записать искомую обратную стати-
ческую характеристику.

В общем случае из-за часто присущей обратному 
преобразованию существенной нелинейности модель 
ошибки обратной характеристики является очень слож-

Рис. 2. Области изменения коэффициентов прямой интервальной модели

Рис. 3. Коридор неопределенности прямой интервальной мо-
дели
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ной и не может быть описана в терминах абсолютной 
или относительной ошибок фиксированной кривой (2). 
Тогда наиболее полной характеристикой точности ее 
описания становится интервал неопределенности:

xmin(y) ≤ x(y) ≤ xmax(y),

где x(y) — неизвестное точное значение измеряемой 
величины; xmin(y), xmax(y) — нижняя и верхняя границы 
ее возможных значений.

Тогда множеству всех адекватных прямых моделей, 
определяемых выпуклой областью В всех возможных 
векторов b, в случае двух параметров, имеющих вид 
замкнутого четырехугольника с координатами вершин  
b(1), b(2), b(3), b(4), соответствуют векторы a(j) ∈ А, опре-
деляющие четыре обратных модели x(a(1), y), x(a(2), y),  
x(a(3), y), x(a(4), y) и задающие коридор возможных оши-
бок обратной функции, т. е. ее интервал неопределен-
ности [x(y)] = [xmin(y), xmax(y)]. Отметим, что только в 
линейном случае вид прямой и обратной моделей со-
впадает, и формулы пересчета коэффициентов оказы-
ваются достаточно простыми. В остальных случаях 
обратное преобразование меняет структуру функции. 
Его особенности описаны в [13].

Границы интервала неопределенности обратной 
функции определяются выражением

� �
� �

(1) (2) (3) (4)

min

(1) (2) (3) (4)

max

( ) min ( , ),  ( , ),  ( , ),  ( , ) ;

( ) max ( , ),  ( , ),  ( , ),  ( , ) .

y

y

x y x y x y x y x y

x y x y x y x y x y

�

�

a a a a

a a a a

Предсказанное ˆ( )x y  значение рассчитывается по 
формуле:

� �min max
ˆ( ) 0,5 ( ) ( ) .x y x y x y� �

Из-за наличия ошибок эксперимента значения b(k) и, 
следовательно, a(k) неточны. В силу этого предсказан-
ное значение ˆ( )x y  будет также содержать неизбежные 
ошибки. 

Продемонстрируем схему применения двухэтапной 
процедуры построения обратной функции на примере 
линейной функции:

[y] = [b1] + [b2]x.                           (3)

Опытам в эксперименте соответствуют прямо-
угольные области неопределенности. Границы ко-
ридора ошибок прямой модели имеют вид кусоч-
но-линейных функций, образованных четырьмя 
экстремальными прямыми, коэффициенты которых 
задаются векторами b(k), k = 1...4. 

Учитывая взаимно однозначное соответствие меж-
ду переменными, на основе линейной модели (3) легко 
получить обратную интервальную модель

[x] = –[b1]/[b2] +(–1/[b2]y) = a1 + a2у,

которая и является искомой обратной функцией. 

Координаты четырех вершин а(k) определяются пре-
образованием координат соответствующих вершин об-
ласти В. 

Пример области коэффициентов обратной ин-
тервальной линейной модели представлен на рис. 4.  
Учитывая, что область А не пересекают ни одна из ко-
ординатных осей, можно сделать вывод, что оба коэф-
фициента обратной моделей значимы.

На рис.5 изображен интервал неопределенности 
обратной моделей, полученный с использованием мно-
жества возможных коэффициентов, представленных 
на рис. 4.

Рис. 4. Область коэффициентов обратной интервальной мо-
дели

Рис. 5. Коридор ошибок обратной интервальной модели

Каждый вектор коэффициентов получен с помо-
щью МНК, а прямые проведены через экстремальные 
точки.

Граница 1 определяется вектором a(1), граница 2 — 
вектором a(2) и т. д.
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Заключение

Разработан подход к решению задачи построения 
как прямой, так и обратной статических характеристик 
объекта, основанный на применении аппарата интер-
вального анализа и позволяющий получить математи-
ческие модели по неточным экспериментальным дан-
ным, неопределенность которых может иметь разные 
источники и природу.

Настоящий подход: 
● лишен методологических недостатков при ин-

теграции различных источников неопределенности, 
вызванных как случайной вариабельностью, так и ис-
точниками нестатистической природы, что позволя-
ет включать в рассмотрение широкий спектр инфор-

мации об ошибках, как во входной, так и в выходной 
переменных;

● обеспечивает расчет как точечных прямой и об-
ратной функций, так и гарантированного интервала не-
определенности. 

Полученные интервальным методом обратные ста-
тические характеристики можно использовать для ре-
шения широкого класса задач, в частности, для анализа 
следящих систем и построения калибровочных харак-
теристик измерительных систем.

Применение интервального подхода позволяет 
снять многие проблемы и методические сложности, 
возникающие при решении прикладных задач стати-
стическими методами. Полученные на его базе резуль-
таты имеют ясную и четкую интерпретацию в терми-
нах интервалов и областей неопределенности.
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