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Вероятностный анализ требований к угломерной системе  
обнаружения смещения эллиптической орбиты 
Ю.А. Горицкий, Д.Г. Тигетов, Е.В. Китова
Поставлен вопрос о требованиях к угломерной системе, предназначенной для обнаружения смещения орбиты космического тела 
(КТ), которая в дискретные моменты времени измеряет углы со случайной погрешностью. Рассмотрены две статистические гипо-
тезы о нулевой и заданной ненулевом величинах смещения. Получена статистика отношения правдоподобия, и для нее определе-
но информационное расстояние, характеризующее уровень достоверности различения и зависящее от точности σ и дискретности 
Δt измерителя, а также от параметров орбиты. Задаваясь орбитами и уровнем достоверности различения, через информационное 
расхождение достигнуты точность σ и дискретность Δt.
Информационное расхождение вычисляется на семействе неблагоприятных для наблюдателя орбит, плоскость которых касается 
орбиты движущегося наблюдателя, и точка касания является точкой пересечения соответствующих траекторий.
Для уточнения информационного расстояния обоснована простая плоская приближенная модель движения-измерения, в которой 
истинное движение наблюдателя (вне плоскости орбиты КТ) без изменения его скорости заменяется движением в плоскости ор-
биты КТ по окружности земной сферы. Обоснование подтверждено вычислением погрешностей. На простой модели оценивается 
потенциальная возможность обнаружения заданного смещения.
Даны таблицы и графики для практической оценки дискретности и точности системы. В приложении расположены все формулы, 
необходимые для проведения аналогичных расчетов. 
Примеры показывают, что по угловым измерениям возможно получение вполне достоверного обнаружения для практически ин-
тересного диапазона параметров орбит. 
Ключевые слова: эллиптические и неблагоприятные орбиты, угловые измерения, обнаружение смещения, информационное рас-
хождение, уравнения движения, двумерная модель.
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Probabilistic Analysis of the Requirements  
for an Elliptical Orbit Displacement Goniometric Detection System
Yu.А. Goritskiy, D.G. Tigetov, Е.V. Kitova
The article addresses the requirements for a goniometric system intended to detect displacements of the space body orbit, which measures 
angles at discrete moments of time with a random error. Two statistical hypotheses about the zero and specified nonzero displacement 
values are considered. The likelihood ratio statistics is obtained, and the information distance for it is determined, which characterizes 
the discrimination confidence level, and which depends on the measurement device accuracy σ and discreteness Δt, and also on the orbit 
parameters. By specifying the orbits and discrimination confidence level, the accuracy σ and discreteness Δt are determined through 
information discrepancy.
The information discrepancy is calculated on a family of orbits unfavorable for the observer, the plane of which touches the orbit of the 
moving observer, and the touching point is the intersection point of the corresponding trajectories.
To refine the information distance, a simple flat approximate motion-measurement model is substantiated, in which the true motion of the 
observer (outside the space body orbit plane) is replaced, without changing its speed, by motion in the space body orbit plane over the 
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earth's sphere circumference. The justification is corroborated by calculating the errors. The obtained simple model is used for estimating 
the potential possibility of detecting the specified displacement.
Tables and graphs for practically determining the discreteness and accuracy of the system are given. The appendix contains all formulas 
necessary for carrying out similar calculations.
Examples show that from angular measurements it is possible to obtain quite reliable detection for the range of orbit parameters that are 
of practical interest.
Key words: elliptical and unfavorable orbits, angular measurements, displacement detection, information discrepancy, equations of motion, 
2D model.
For citation: Goritskiy Yu.А., Tigetov D.G., Kitova Е.V.  Probabilistic Analysis of the Requirements for an Elliptical Orbit Displacement 
Goniometric Detection System. Bulletin of MPEI. 2020;6:101—109. (in Russian). DOI: 10.24160/1993-6982-2020-6-101-109.

Введение

Изучен вопрос о требованиях к угломерной систе-
ме, предназначенной для достоверного обнаружения 
заданной величины смещения орбиты космического 
тела (КТ). С дискретностью Δt по времени измерены 
углы со случайной погрешностью σ. Задача состоит в 
определении требований к точности и дискретности 
при заданном диапазоне возможных параметров орбит.

Изучаемая проблема связана с задачей оценки пара-
метров орбит космических тел. Она не является новой, 
[1— 7], однако с изменением целей обработки, техни-
ческих средств измерения, требований к точности и 
вычислительных возможностей, приобретает различ-
ные особенности. 

Простые алгоритмы оценивания [1, 3] основаны на 
построении точечной оценки состояния КТ в фиксиро-
ванный момент времени. Начальную оценку угловых 
величин получают регрессией угловых измерений с 
использованием полиномов. Оценки радиальных ве-
личин находят как корни трансцендентных уравнений 
орбитального движения, связывающих радиальные и 
угловые величины. Полученную оценку используют в 
качестве начального приближения в различных мето-
дах уточнения, базирующихся на нелинейном методе 
наименьших квадратов. В частности, в [1] использова-
на линеаризация функции преобразования состояний 
КТ, приводящая к итерационному алгоритму наимень-
ших квадратов, а в [3] описан градиентный метод оп-
тимизации. В [5] изложен альтернативный подход, свя-
занный с аппроксимацией апостериорной плотности 
вероятности состояния КТ, получаемой при аппрок-
симации априорной плотности вероятности состояния 
КТ и функции преобразования состояния [8 — 10].

Анализ эффективности измерительной информации 
обычно связывают с информационным неравенством Рао-
Крамера, [1, 11 — 13], основанном на вычислении матри-
цы Фишера. При обнаружении смещения данный подход 
не позволяет определить требования к измерителю.

В настоящей работе при оценке эффективности из-
мерительной информации использована информация 
по Кульбаку [14]. Сравнивая измерения по орбитам без 
смещения и со смещением, найдем информационное 
расхождение, характеризующее уровень достоверно-
сти при различении гипотез. Затем выбором точности 
и дискретности достигнем нужного уровня различаю-
щей способности. Для численного расчета орбит КТ 

взято дифференциальное уравнение, представляющее 
второй закон Кеплера. 

Требования к измерительной системе

Предположим, что измерениями являются угол ме-
ста и азимут. На практике особо выделяют класс тра-
екторий, направленных в сторону наблюдателя, для 
которых весьма характерными являются малые изме-
нения азимута. Это обстоятельство имеет место в тех 
случаях, когда движение наблюдателя, обусловленное 
вращением Земли, проходит вблизи плоскости орбиты. 
В этих случаях задачу можно приближенно считать 
двумерной, перенося движение наблюдателя на плос-
кость орбиты, а единственный источник информации 
в данном случае — измерения угла места. Ситуации с 
малыми изменениями азимута интересны также тем, 
что они наименее благоприятны для задач обнаруже-
ния, а также оценки параметров движения, и потому 
их анализ может стать ориентиром для использования 
угловых измерительных систем.

Пусть наблюдениями х = (х1, ..., xn) являются углы 
места:

� � � �� �ε ε θ , , ,Δ ,   1,..., ,i ii t t p e i nx � ��

т. е. функции аномалии θ(ti) движения КТ в момент ti, 
параметров (p, e) орбиты (p — фокальный параметр;  
е — эксцентриситет); Δ — смещения орбиты по отно-
шению к наблюдателю в момент приземления,

� �ε( ) ε θ( ), , , .i it t p e� �

По наблюдениям следует принять одно из двух ре-
шений: мало смещение или  не мало.

При анализе требований к системе положим, что из-
мерительная информация должна на заданном уровне 
достоверности (для заданных вероятностей первого и 
второго родов) обеспечивать различение двух статисти-
ческих гипотез: Н0: Δ = 0 при альтернативе Н1: Δ = Δ* — 
заданной величины смещения, которую необходимо най-
ти. Положим, что углы ε(ti) измеряются со случайными 
погрешостями, нормально распределенными (со средним 
0 и дисперсией σ2) и независимыми. Обозначим:

*
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где М — символ математического ожидания. 
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Не трудно проверить, что решающей статисти-
кой отношения правдоподобия ln[p(x|H1)/p(x|H0)] яв-
ляется сумма 

1 ( )i i i
i

S x b a� �� . Если из нее вычесть 

1 0( | ) ( )i i i
i

M S H a b a� �� , то получим статистику 
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более удобную, чем S1, в том смысле, что
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где Cn — обозначение суммы, Δεi  = (bi – ai), причем обе 
дисперсии одинаковы:
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Таким образом, задача сводится к различению нор-
мальных распределений. 

Заметим, что в силу (3)
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где Δt = (T – τ)/n, T — время наблюдения до момен-
та приземления; τ — время, необходимое на реакцию 
потребителя на решение о значении смещения (данная 
величина уменьшает время наблюдения и потому ухуд-
шает характеристики обнаружения. 

Из (5) получим:
2

ε
.nC t

�
�

�
                                 (6)

Качество различения нормальных распределений 
определяется отношением разности в математических 
ожиданиях к стандартному отклонению, т. е величи-
ной, которая с учетом (3) — (6) выглядит как:
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Если γ = 5, то при равных вероятностях α и β перво-
го и второго родов получится α = β = 1 – Ф(γ/2) ≈ 0,006, 
(Ф(⋅) — функция распределения нормального закона).

По значениям параметров р, у, Δ*, τ определим ||ε|| 
по (5). Затем из (7) при фиксированном γ (γ = 5) найдем 
значение параметра измерителя g( , ) = σp e t� , завися-
щее от данных орбиты и задаваемых величин Δ* и τ):

*
ε

g( , )=σ ( , ; , ),
γ

p e t f p e
�

� � � � �             (8)

где Δ* — определяемая величина смещения. 
В результатах расчетов даны значения g при Δ* =  

= 500 м и τ = 20, 30 и 50 с.

Параметр g g( , ) = σp e t�  измерительной системы при 
заданных Δ*  и τ получим из (8), как функцию орби-
тальных параметров (V, α) (V — скорость; α — угол 
в момент приземления), более удобных, чем (р, е) и 
однозначно связанных с ними (Приложение А). По 
вычисленному значению g(V, α) орбиты и фиксиро-
ванным значениям Δ*, τ найдем g, по которому подби-
раются точность σ, дискретность Δt измерений и, соот-
ветственно, их частота.

Модель движения-измерения

Предварительная схема: неподвижный наблю-
датель.

Рассматриваются наименее благоприятные орбиты, 
когда движение наблюдателя, связанное с вращением 
Земли, проходит вблизи плоскости орбиты, и задачу 
можно приближенно считать двумерной, перенося 
движение наблюдателя на плоскость орбиты. Предпо-
ложим, что наблюдатель (точка Н, рис. 1) располага-
ется в плоскости орбиты и неподвижен. Ниже учтено 
влияние движения вне этой плоскости.

Объект движется по эллипсу, главная ось которого 
составляет угол φ относительно направления на точку 
Н наблюдения. Орбита характеризуется трехмерным 
параметром (φ, р, е), где φ — угол между наблюдателем 
Н и главной осью эллипса; р — фокальный параметр; 
е — эксцентриситет орбиты. 

Уравнение орбиты в полярных координатах:

( ) (1 cos ),r p e� � � �                       (9)
где r(θ) — расстояние до центра Земли, функция θ;  
θ — истинная аномалия (угол направления на объект, 
отсчитываемый от направления на апогей). 

Для произвольного момента t значение θ(t) при из-
вестных параметрах орбиты р и е получим по диффе-
ренциальному уравнению (второму закону Кеплера о 
постоянстве секториальной скорости):

ω( , ),
d p e
dt
�
� ��                          (10)

где

� �� �22 3/2ω( , ) μ μ 1 cosθp e p r p e�� � � �

— угловая скорость; μ = 3,9860044⋅1014 — геоцен-
трическая гравитационная постоянная, м3/с2; t = t0,  
θ = θ0 — начальное условие.

Измерения угла места начинаются после момента 
t0 входа в зону видимости, т. е. когда объект выходит 
из-за горизонта G. Угол места ε = ε(t) в любой момент  
t ≥ t0 определяется соотношением, что тангенс угла 
есть отношение катетов (см. рис. 1):

З

З

(θ)cos( θ)
(

(θ)sin( θ)

(1 cos )
ctg( ) ,

sin( θ)

r R
tg

r
R e
p

�� �
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��
� �

��� �
��

                (11)

где θ = θ(t) — аномалия в момент измерения t. 
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Соотношения (9) — (11) определяют угол ε, как 
функцию θ = θ(t) и параметры φ, р, е:

ε(t) = ε(θ(t), φ, p, e).

Наблюдения начинаются с некоторого угла ε0 (на-
пример, с угла ε0 = 0 выхода из-за горизонта), по ко-
торому по параметрам (φ, р, е) находится соответству-
ющее аномалии θ0 (путем решения (11), сводимое к 
квадратному (Приложение B): 

θ0 = h(ε0; φ, p, e).

Учет движения наблюдателя, обусловленного 
вращением Земли.

Из-за вращения Земли наблюдатель движется по 
окружности вдоль своей параллели. Будем называть 
траекторию КТ неблагоприятной для измерителя, если 
плоскость орбиты КТ касается параллели, по которой 
движется измеритель, и точка касания является общей 
точкой (точкой пересечения) для соответствующих 
траекторий, характеризующихся, во-первых, малым 
диапазоном измеряемых азимутальных углов, так что 
измерениями азимута можно пренебречь. Во-вторых, 
диапазон изменения угла места на последнем участке 
движения (наиболее информативном) минимален (тра-
ектория входит в точку О наблюдения). Таким образом, 
траектория КТ неблагоприятна, если в момент призем-
ления вектор скорости наблюдателя лежит в плоскости 
орбиты. Формально это означает, что в (11) φ = θf , где 
θf  — финальная аномалия (Приложение B).

Если реверсировать время, то можно считать не-
благоприятными для измерителя траектории, исходя-

щие из точки наблюдения, и орбитальная плоскость 
проходит через вектор скорости наблюдателя. В этом 
случае взаимное движение выглядит следующим обра-
зом: из точки касания О одновременно начинаются два 
движения: наблюдатель перемещается по окружности-
параллели с широтой φН, касаясь плоскости орбиты, а 
КТ — в орбитальной плоскости. 

Существует фиктивное движение измерителя (по 
окружности земной сферы SЗ в орбитальной плоско-
сти), эквивалентное (в смысле получения углов места) 
истинному движению (вне орбитальной плоскости). 
Для этого достаточно, чтобы в любой момент времени 
два расстояния от КТ до фиктивного и истинного дви-
жения были одинаковы. С помощью эквивалентного 
фиктивного движения Δφ(t) задача сводится к плоской. 
Однако, фиктивное эквивалентное движение зависит 
от точки расположения КТ. 

Построим приближенно эквивалентное движение, 
независимое от КТ. Заменим равномерное движение 
наблюдателя вдоль своей параллели движением по 
окружности SЗ сферы в орбитальной плоскости, сохра-
нив его линейную скорость ωЗRЗcosφH . Заметим, что 
для экватора φH = 0, и на северном полюсе φH = π/2, это 
фиктивное движение является эквивалентным.

Оценим приближение. Оба движения, истинное и 
фиктивное, приходят одновременно в общую точку О. 
Найдем разность длин двух отрезков, исходящих из 
точки КТ на истинную и фиктивную траектории. Если 
длины в любой момент одинаковы Δd = 0, то углы ме-
ста равны. Если они не одинаковы Δd ≠ 0, то оценим 
величины погрешности Δε(t; d, ε) ≈ (Δd/d)tgε измеряе-

Рис. 1. Схема плоской задачи
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мого угла места или сдвига Δl(t; d, ε) ≈ Δd/cosε фиктив-
ного наблюдателя, приводящего к углу места, равного 
истинному (рис. 2). Необходимые формулы [15] даны  
в Приложении C. В таблице 1 в каждой клетке указаны 
расчетные значения Δl и Δε, зависящие от расположе-
ния КТ (угла ε и дальности d) и времени t движения до 
точки О. Значение широты наблюдателя — φН = 60°. 

Значения табл. 1 показывают, что смещение Δl(t, ε, d) 
относительно эквивалентных точек меньше 5 метров 
в диапазонах времени от 0 до 300 с и угла от 0 до 72° 
при дальностях от 100 до 600 км. Если Δl перевести в 
погрешность Δε по углу места, то за 300 с до прихода в 
точку О при дальности 300 км и ε = 48° — Δl = 3,84 м,  
что означает Δε = 0,33′, что меньше среднеквадратиче-
ского отклонения измерения в сотни раз.

Фиктивное движение учитывается тем, что к φ в 
(10) добавляется линейно изменяющаяся во времени 
(со скоростью ωЗcosφH) составляющая Δφ(t), Δφ(t) =  
= ± ωЗcosφH(T – t), T — момент приземления, причем 
ΔφT = 0. С учетом неблагоприятных орбит и смещения 
Δ параметр φ становится равным φ = θf ± ωЗcosφH (T – t) +  
+ Δ/RЗ.

Результаты расчетов

В таблице 2 приведены расчетные значения параме-
тра качества g, определенного (8), для неблагоприятных 
орбит с различными скоростями V — от 1 до 5 км/с,  
углов падения α — от 12 до 60° и времени τ реакции по-
требителя — 20, 30 и 50 с. Значение смещения Δ* = 500 м.  
Данные указаны для неподвижного наблюдателя, влия-
ние его движения описано в табл. 3 в двух направлениях. 

Таким образом, в рассматриваемом диапазоне пара-
метров орбит g меняется от 0,75⋅10–3 (при V = 5 км/с,  
α = 12°) до 27⋅10–3 (при V = 1 км/с, α = 60°). 

На рисунке 3 продемонстрирована зависимость 
дискретности Δt (в секундах) от точности σ в радиа-
нах (0,01 рад. ≈ 35′) при различных значениях g = 10–3  
(1, 2, 3, 6, 9, 12, 15). Так, если нужно за τ = 30 с до при-
земления обнаружить смещение Δ* = 500 м объекта со 
скоростью V = 3 км/с и углом α = 48°, то, определив по 
табл. 2 значение g = 8,0, по данным рис. 3 при средне-
квадратическом отклонении σ = 4⋅10–3 (≈ 15′) получим, 
линейно интерполируя между g = 6 и 9, значение дис-
кретности Δt ≈ 4 с. Если же α = 24° и V = 4 км/с, то g = 2,7,  
тогда при точности σ ≈ 7′ необходимая дискретность 
составит Δt ≈ 2 с.

Рис. 2. Связь между Δd и Δε

Таблица 1 

Значения Δl, м (верхнее) и Δε, ′ (нижнее)

t, с ε, о
d, км

100 300 600 1000

100

12 0,13,
0,001 

0,15, 
0,0004

0,15, 
0,0002 

0,15, 
0,0002

48 0,14,
0,0036 

0,15, 
0,001

0,15, 
0,0006

0,15, 
0,0004

72 0,17, 
0,006

0,16, 
0,002  

0,16, 
0,001

0,15, 
0,0006   

300

12 2,90, 
0,021

3,70, 
0,009

3,80, 
0,005

3,90, 
0,005

48 3,35, 
0,086

3,84, 
0,033

3,98, 
0,017

4,04, 
0,01

72 4,65, 
0,152

4,46, 
0,049

4,31, 
0,023

4,23, 
0,014

600

12 19,0, 
0,136

25,0, 
0,06

28,0, 
0,033

30,0, 
0,021

48 23,0, 
0,59

29,5, 
0,25

30,6,
0,13

31,5, 
0,08

72 35,9, 
1,17

36,8, 
0,40

35,5,
0,19

34,5,
 0,11 
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Для оценки влияния вращения Земли в табл. 3 даны 
значения параметра качества g с учетом движения 
наблюдателя в двух вариантах: при движении КТ на-
встречу наблюдателю и в одном направлении. Широ-
та φН наблюдателя равна 60° (на этой широте скорость 
движения — приближенно 230 м/с, что существенно 
меньше изучаемых скоростей).

Результаты показывают, что различие в направле-
нии движения КТ сказывается, в основном, на низких 
орбитах, так что наиболее неблагоприятными (с точки 
зрения обнаружения смещения) орбитами являются те, 
что движутся с востока на запад.

Заключение

Анализ качества обнаружения заданного смещения 
орбиты опирается на несколько моментов.

Рассмотрены две гипотезы о величине смещения. 
Найдена статистика отношения правдоподобия, и для 
нее определено информационное расхождение, харак-
теризующее качество различения. Оно зависит от ор-
бит и параметров измерения: дискретности Δt и точно-
сти σ. Задаваясь уровнем достоверности различения, 
определяется параметр g измерителя, по которому по-
добираются точность σ измерения и дискретность Δt.

Таблица 2

Значения g(V, α)10–3 при Δ* = 500 м (неподвижный наблюдатель)

τ, с α, о
V, км/с

1 2 3 4 5

20

12 5,50 2,76 1,65 1,08 0,75
24 13,0 5,50 3,60 2,66 1,84
36 17,5 8,00 5,50 4,70 3,34
48 21,5 12,5 8,00 5,50 4,60
60 27,0 16,0 9,50 7,00 6,00

30

12 3,30 1,90 1,70 1,10 0,75
24 8,70 5,50 3,60 2,70 1,84
36 17,5 8,00 5,60 3,70 3,30
48 21,5 13,0 8,00 5,50 4,60
60 27,0 16,0 9,50 7,00 5,80

50

12 1,40 1,90 1,24 0,85 0,75
24 6,00 4,16 3,60 2,16 1,84
36 13,0 8,00 5,50 3,70 3,30
48 21,5 10,0 8,00 5,50 4,60
60 27,0 12,5 9,50 7,00 6,00

Таблица 3

Значения g(V, α)10–3 при Δ* = 500 м (широта φН = 60о)

τ, с α, о
V, км/с

1 2 3 4 5

30

Движение КТ в одном направлении с наблюдателем
12 6,0 4,0 2,7 1,5 1,2
24 15 7,0 4,1 3,2 2,6
36 21 11 7,0 5,2 3,6
48 34 12 8,6 6,7 5,5
60 37 16 11 9,5 6,3

Движение КТ навстречу наблюдателю
12 2,1 1,5 1,1 0,8 0,4
24 6,7 3,7 2,6 1,9 1,3
36 14 6,8 4,3 3,3 2,4
48 18 9,6 7,2 4,7 4,2
60 24 11 9,8 6,3 5,3
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Рис. 3. Зависимость Δt от точности σ при различных g:
1 — 1⋅10–3; 2 — 2⋅10–3; 3 — 3⋅10–3; 4 — 6⋅10–3; 5 — 9⋅10–3; 6 — 
12⋅10–3; 7 — 15⋅10–3 (0,01 рад ≈ 35′)

Выделено семейство неблагоприятных для наблю-
дателя орбит. Это орбиты, плоскость которых касается 
орбиты движущегося наблюдателя, и точка касания яв-
ляется точкой пересечения соответствующих траекто-
рий. Расчеты выполнены для неблагоприятных орбит.

Обоснована простая приближенная плоская модель 
движения-измерения, в которой истинное движение 
наблюдателя (вне плоскости орбиты КТ) без измене-
ния его скорости заменяется движением в плоскости 
орбиты КТ по окружности земной сферы. Обоснова-
ние сделано вычислением погрешностей. На модели 
оценена потенциальная возможность обнаружения за-
данного смещения.

Рассчитаны таблицы и графики для практического 
определения дискретности и точности измерительной 
системы. В приложениях представлены формулы, не-
обходимые для проведения аналогичных расчетов.

Примеры показывают, что по угловым измерениям 
возможно получение вполне достоверного обнаруже-
ния для практически интересного диапазона парамет-
ров орбит.

Приложение А.  
Формулы связи параметров (V, α) с (p, e)

Приведены формулы пересчета параметров (V, α)  
(скорости V и угла падения α) в параметры (р, е) — фо-
кальный параметр и эксцентриситет.

Исходными соотношениями являются формулы для 
радиальной vr и трансверсальной vu составляющих:

μ / sin θ;

μ / (1 cosθ),

r

u

v pe

v p e

�

� �

откуда

sin θα ,
1 cosθ

r

u

v e xtg
v e y

� � �
�  

где x = esinθ; y = 1 – ecosθ; x = ytgα, причем x2 + (1 – y)2 = e2.
Условие пересечения орбиты со сферой:

3 ,
1 cosθ

p R
e

�
�

тогда y = p/RЗ; x = ytgα = (p/RЗ)tgα.
Модуль скорости:

2 2 2 2 2

2
2

2 2 2 2

з

(μ )( );

;  tgα .
μз

r uV v v p x y

p p p px y V V
R R

� � � �

� �� � � �� � � �� � � �� � � � �

После сокращения на p имеем: 
2

2

2

З

(tg α 1) .
μ

p V
R

� �

тогда, с учетом p/RЗ = pR, получим выражение для p и 
e через V и α:

З

2 2

2

2 2 2 2 2

;
μ tg α 1

;  tgα tgα;

(1 ) ( tg ) (1 ) .

R R

R R

R Vp

y p x y p
e x y p p

�
�

� � �
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Приложение B.  
Формула для начального значения аномалии

Начальное условие θ0(ε0, φ, р, е) найдем из (11), по-
лагая известным значение ε0 начального угла места.  
После умножения (11) на sin(φ – θ), оно примет вид:

� � � �Зsin( )tg ε cos( ) (1 cos ).R p e��� � ��� � � �

Пусть ε0 = 0, запишем cos(φ – θ0) через косинус сум-
мы, ввtltv неизвестное x = tg(θ0 /2), через x выразим 
sinθ0 и cosθ0, и из полученного квадратного уравнения

2 0, где , 2 , ,Ax Bx C A a c B b C c a� � � � � � � � �

(а = cosφ + e(R3/p), b = sinφ, c = R3/p) получим решение:

2

0

2

4
2arctg ;

2

4
2arctg ,

2
f

B B AC
A

B B AC
A

� � �
� �

� � �
� �

где θf — второй корень уравнения (финальная анома-
лия).

Приложение C.  
Оценка погрешности угла места  
при фиктивном движении наблюдателя

На рисунке 4 О — точка начала системы (x, y, z) 
отсчета. Оси x и y находятся в плоскости орбиты, y на-
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правлена вдоль вектора скорости V наблюдателя в точ-
ке О, z — ортогонально орбитальной плоскости.

Истинное движение наблюдателя. 
В плоскости PН движения наблюдателя в осях (u, y); 

t — время движения наблюдателя от точки O; коорди-
наты (uH, yH)  в момент t:

� �� �Н З Н З

Н З Н З

( ) cos( ) 1 cos( ) ;

( ) cos(φ )sin(ω ),

t R t
t R t

u
y

� � � �

�

где RЗ, ωЗ — радиус Земли и угловая скорость. 

Рис. 4. Орбиты движений наблюдателя и КТ в трех проек-
циях 

Координаты наблюдателя — вектор rH в системе  
(x, y, z):

� �
� �

2

Н Н З Н ЗН

Н Н З Н З

Н Н Н З Н З

cos(φ ) cos (φ ) 1 cos(ω )( )

( ) ( ) cos(φ ) sin(ω ) .

( ) sin(φ ) sin(2φ )cos(ω )/ 2

R tt
t t R t

t R t

ux
r y

z u

� �� � �� �
� �� �� � � �� �
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�

Координаты КТ в момент t: вектор r = (x, y, z = 0)Т. 
Расстояние между КТ и наблюдателем:

Н Н( ) ( ) .d t r tr� �

Фиктивное движение наблюдателя.
Пусть ωf = ωЗcosωH — угловая скорость фиктивного 

движения, а вектор координат:

� �З

З

1-cos(ω )( )

( ) ( ) sin(ω ) .

( ) 0

ff

f f f

f

R tt
t t R t

t

x
r y

z

� ��� �
� �� �� � � �� �
� �� �� � � �� �

Расстояние между КТ и фиктивным наблюдателем:

( ) ( ) .f fd t r tr� �

Разность расстояний:

Н Н( ) ( ) ( ) ( ),fd t d t d t d t� � � �

где t — время движения наблюдателя от точки O;  
(d, ε) — дальность и угол места из точки O (координа-
ты КТ).

Если Δd(t) = 0, то погрешность Δε(t) = 0. Если  
Δd(t) ≠ 0, то погрешность оценивается величиной  
(см. рис. 2) Δε(t; d, ε) ≈ (Δd/d)tgε, а также расстоянием 
сдвига Δl(t; d, ε) ≈ Δd/cosε, при котором Δε = 0.
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