
МАТЕМАТИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ, ЧИСЛЕННЫЕ МЕТОДЫ И КОМПЛЕКСЫ ПРОГРАММ 105

ИНФОРМАТИКА, ВЫЧИСЛИТЕЛЬНАЯ ТЕХНИКА И УПРАВЛЕНИЕ             Вестник МЭИ. № 2. 2022

ИНФОРМАТИКА,  
ВЫЧИСЛИТЕЛЬНАЯ ТЕХНИКА  

И УПРАВЛЕНИЕ

УДК 624.042:519.2
DOI: 10.24160/1993-6982-2022-2-105-112

Разработка и исследование модели здания на резинометаллических 
сейсмоопорах

В.П. Радин, Е.В. Позняк, О.В. Новикова, В.П. Чирков

Проектирование строительных конструкций на резинометаллических сейсмоизолирующих опорах (сейсмоопорах) требует не-
линейных динамических расчетов во временной области, при этом бывает довольно сложно оценить влияние характеристик сей-
смоопор на динамическую реакцию конструкции и качество сейсмоизоляции в целом. Для решения данной проблемы предложено 
использовать простые показательные модели с небольшим числом степеней свободы.
Рассмотрена реализованная в Matlab плоская сдвиговая модель трехэтажного здания на резинометаллических сейсмоопорах. Сейс-
мическое воздействие на здание задано в виде синтезированной акселерограммы. Работа сейсмоопор при циклических нагрузках 
демонстрирует существенно нелинейное поведение и описывается билинейной диаграммой деформирования с гистерезисом. Пред-
ставлен вывод нелинейных уравнений движения модели сейсмоизолированного трехэтажного здания, описаны процедуры модели-
рования сейсмического воздействия и численного интегрирования уравнений движения. Получены и проанализированы результаты 
численного моделирования при различных параметрах гистерезиса, сделаны выводы об эффективности сейсмозащиты. 
Результаты исследования интересны инженерам-проектировщикам с точки зрения разработки собственных простых моделей для 
тестирования сейсмоизолированных строительных конструкций и изучения влияния различных параметров гистерезиса на качество 
сейсмоизоляции.
Ключевые слова: резинометаллические сейсмоопоры, билинейная диаграмма, гистерезисное поведение, искусственное сейсми-
ческое воздействие, модель сейсмоизолированного здания.
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Development and Study of a Building Model on Lead Rubber Bearings

V.P. Radin, E.V. Poznyak, O.V. Novikova, V.P. Chirkov

The building structures on the lead rubber bearings (seismic bearings) re-quire nonlinear dynamic analysis in the time domain. However, in per-
forming such analyses, it is quite difficult to assess the influence of the seismic bearing characteristics on structural dynamic response and quality 
of seismic isolation in a whole. To solve this problem, it is proposed to study simple nonlinear models with a small number of degrees of freedom. 
A planar shear model of a three-storey building on lead rubber bearings implemented in the Matlab software is considered. Seismic 
excitation on the building is given by artificial accelerograms. When subjected to cyclic loads, the building seismic bearings show a 
significantly nonlinear behav-ior described by a bilinear deformation diagram with hysteresis.
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The nonlinear equations of motion for a seismically isolated three-storey building are derived, and procedures for seismic load modeling 
and numer-ical integration of the equations of motion are described. The results of numerical simulation for various hysteresis parameters 
are obtained and analyzed, and conclusions about the seismic protection effectiveness are drawn.
The obtained study results may be of interest for design engineers from the viewpoint of elaborating their own simple models for testing 
seismic iso-lated building structures and studying the influence of various hysteresis parameters on the seismic isolation quality.
Key words: lead rubber bearing, bilinear diagram, hysteretic behavior, artificial accelerograms, seismic isolated building model.
For citation: Radin V.P., Poznyak E.V., Novikova O.V., Chirkov V.P. Development and Study of a Building Model on Lead Rubber 
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Введение

С целью снижения сейсмической реакции зданий 
и сооружений в их конструкции включают сейсмоизо-
лирующие резинометаллические опоры, представляю-
щие собой резинометаллические опорные части, состо-
ящие из стальных пластин, чередующихся со слоями 
резины, выполненные методом горячей вулканизации, 
с цилиндрическим свинцовым сердечником. Рассеяние 
энергии, обеспечиваемое свинцовым сердечником при 
его пластических деформациях, позволяет достичь до 
30% коэффициента эквивалентного вязкого демпфиро-
вания. 

Резинометаллические сейсмопоры характеризуют-
ся нелинейной диаграммой деформирования (рис. 1)  
и гистерезисным поведением при циклических на-
грузках [1]. Исследования динамики строительных 
конструкций на сейсмоопорах и самих сейсмоопор во 
время землетрясения приведены во многих зарубеж-
ных работах последних лет [2 — 5]. Сейсмоопоры вно-
сят в конструкцию дополнительное демпфирование, 
меняют спектральный состав свободных колебаний 
конструкции, что существенно снижает динамическую 
реакцию на сейсмическое воздействии. Сейсмоизоли-
рованная конструкция становится менее жесткой, су-
щественно возрастают относительные перемещения, 
следовательно, появляется необходимость их ограни-
чения. Введение сейсмоопор вносит в поведение кон-
струкций существенную нелинейность, что несколько 
осложняет расчеты, поэтому чрезвычайно распростра-
нены упрощенные линейные подходы с применением 
эквивалентных жесткостей и демпфирования. Для про-
верки сейсмической реакции систем с сейсмоопорами 

гистерезисного типа применяют прямые динамические 
расчеты во времени, реализованные во многих специ-
ализированных программных комплексах. Однако все 
еще недостаточно развита научная основа для надеж-
ной методики подбора подобных устройств. 

Параметры гистерезиса являются характеристика-
ми сейсмоопоры и подбираются таким образом, чтобы 
обеспечить качество сейсмозащиты, т. е. максимально 
снизить динамическую реакцию здания или сооруже-
ния. Эффективность сейсмозащиты проверяется путем 
сравнительного анализа динамической реакции двух 
моделей — исходной без сейсмозащитных устройств 
и с установленными сейсмозащитными устройствами.

Демпфирующие свойства сейсмоизоляторов осно-
ваны на том, что при их динамической работе реализу-
ется билинейный гистерезис (см. рис. 1).

Характеристики гистерезиса, устанавливающие 
связь между перемещением u и усилием p, т. е. p(u), 
по крайней мере, в техническом описании [1], можно 
определить четырьмя параметрами: р1, u1T — предель-
ными упругими усилием и перемещением при началь-
ном нагружении (участок АВ) и параметрами р2, u2T на 
втором участке ВС, где при последующем нагружении 
связь p(u) остается линейной, но со значительно мень-
шим углом наклона. В амортизаторе возникают пласти-
ческие деформации, если перемещение достигает u2T , 
усилие получает значение р2. При разгрузке выполня-
ется закон Герстнера, т. е. разгрузка идет по линейному 
закону. Таким образом, для симметричного замкнутого 
цикла –u2T ≤ u ≤ u2T описанные параметры определя-
ют координаты угловых точек параллелограмма с цен-
тральной антисимметрией на плоскости «перемеще- 
ние – усилие» p(u) (см. рис. 1). Стороны параллело-
грамма — суть траектория изображающей точки на 
плоскости (u, p). 

Жесткости амортизатора на участках упругого и не-
упругого деформирования равны:
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При упрощенном подходе сейсмоопоры модели-
руют в виде вязко-упругих элементов с постоянными 
параметрами (эффективной жесткостью ke и коэффи-
циентом эквивалентного вязкого демпфирования εe), 
зависящих от параметров гистерезиса [1]:Рис. 1. Билинейный гистерезис
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Эффективной жесткости ke для гистерезиса, пред-
ставленного на рис. 1, соответствует пунктирная линия  
EC. 

Для проведения вычислений разработана модель 
нелинейного билинейного гистерезиса в Matlab, реа-
лизованная в виде функции bh.m, с учетом предысто-
рии нагружения определяющей величину усилия p(u) 
и остаточное перемещение, если в данный момент вре-
мени проведена разгрузка. Входные параметры функ- 
ции — три значения перемещения в предыдущие мо-
менты времени; вычисленное ранее остаточное пере-
мещение; параметр, характеризующий наклон второ-
го участка гистерезиса; тангенс угла наклона первого 
участка и перемещение, соответствующее начальному 
переходу на второй участок.

Расчетная схема сооружения (здания)

В качестве расчетной модели возьмем сдвиговую 
модель трехэтажного здания с абсолютно жесткими 
перекрытиями массой М (рис. 2), массой сейсмоизо-
лированной части М1 и стержневыми элементами в 
качестве межэтажных конструкций. Предположим, что 
абсолютно жесткие элементы конструкции двигают-
ся только в горизонтальном направлении. В принятой 
расчетной схеме перекрытия соединены между собой 
набором n нерастяжимых стержней (колонн) с жестко-
стью на изгиб EI. Для каждого из стержней высотой h 
и погонной массой m учтем также и жесткость на сдвиг 
GF. Для компактности записи формульных выражений 
рассмотрим трехэтажную конструкцию. Однако анало-
гичные выкладки будут верны для любого количества 
этажей. Для определении жесткости к деформациям 
изгиба и сдвига применим положения метода конеч-
ных элементов. В качестве конечного элемента исполь-

зуем прямолинейный стержень длиной h с изгибной EI 
и сдвиговой GF жесткостями. Число степеней свободы 
каждого стержневого элемента равно двум (горизон-
тальные перемещения концевых сечений при их нуле-
вых углах поворота).

Выражения для потенциальной энергии изгиба Uiz  
и сдвига Usd для стержневого элемента выглядят как 

� �
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Здесь, кроме общепринятых обозначений для попе-
речных перемещений w(x) и поперечной силы Q, через γ 
обозначен некоторый безразмерный коэффициент, учи-
тывающий неравномерность распределения касатель-
ных напряжений по поперечному сечению стержневого 
конечного элемента при деформациях сдвига. Таким об-
разом, для потенциальной энергии деформации
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Учтем отсутствие поворота на концах элемента, 
связь между модулями сдвига G и продольной упругос-
ти E для изотропного материала, а также определение 
радиуса инерции r2 = I/F и параметр λ, характеризую-
щий гибкость стержневого элемента λ2 = h2/r2. Для ап-
проксимации перемещений в конечном элементе при-
мем известные функции Эрмита. 

При

� �
2
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,

� � �
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�

где ν —  коэффициент Пуассона, стандартная процеду-
ра метода конечных элементов дает матрицу жесткости 
элемента:
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Матрица инерции конечного элемента с учетом от-
сутствия поворотов концевых сечений имеет вид:

156 54
.

54 156420
e

mh � �
� � �

� �
A                           (1)

Выражения для матрицы жесткости и инерции за-
писаны для одной колонны. Если междуэтажных ко-
лонн несколько, то матрицы следует умножить на их 
число. Количество амортизаторов определяется из тех 
соображений, что их суммарная жесткость сопостави-
ма с общей междуэтажной жесткостью. Рис. 2. Расчетная схема здания
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Уравнения движения

В уравнениях движения системы при сейсмическом 
воздействии учтем частичную регулярность системы, 
и что «нулевой» этаж (амортизированная часть фунда-
мента) при смещениях испытывает действие упругих 
сил со стороны междуэтажных конструкций и сил от 
сейсмоопор (см. рис. 2). Введем четырехмерный век-
тор перемещений относительно неподвижной части 
фундамента

� �T1 2 3 4( ) ( ) ( ) ( ) ( )t u t u t u t u t�u

с нумерацией компонент, как показано на рис. 2. Мат-
рицу инерции составим на основе выражения (1) с до-
бавлением масс перекрытий М
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где β = М1/М — отношение массы фундамента к массе 
перекрытия; μ = nmh/M — отношение массы между-
этажных устройств к массе перекрытия.

С учетом особенностей интегрирования уравнения 
движения системы составим две матрицы жесткости: 
C1 при условно линейной работе сейсмоопор и C, со-
ответствующую определению усилия на фундамент М1 
со стороны сейсмоопор c существенно нелинейными 
характеристиками:
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где 
3

1

12

c hc
nEI

��  — отношение жесткости амортизаторов 

к жесткости междуэтажных конструкций. 
Поскольку программная и численная реализации 

билинейного гистерезиса для вычисления перемеще-
ния в какой-либо момент времени требуют сведений об 
этих перемещений в трех предыдущих моментах вре-
мени, то необходимость матрицы C1 вытекает из усло-
вия вычисления так называемых разгонных значений 
для вектора перемещений. Последующая реализация 
процесса интегрирования нелинейной системы прово-
дится с использованием матрицы C, отличающейся от 
C1  только элементом С(1, 1) = 1 + δ. При этом учитыва-
ется функционирование нелинейной работы амортиза-
торов, передающих на массу М1 усилие р(u, u.1). 

Введем в уравнение движения внешнее линей-
ное демпфирование Bu. с помощью матрицы B = 2εA.  
Уравнение для вычисления разгонных значений отно-
сительных перемещений будет иметь вид

� �T1 ( ) 1 1 1 1 .a t� � � �Au Bu C u A�� �           (2)

Дальнейшее интегрирование нелинейного уравне-
ния проходит согласно уравнению

� �T( ) 1 1 1 1 ,a t� � � � �Au Bu Cu p A�� �        (3)

где р — вектор, определяющий реакцию со стороны 
сейсмоопор:

� � T

1 1 1, 1 1 1 .p u u� � �� �p �

Для численного интегрирования приведем уравне-
ния к форме Коши

( , ),t�y f y�                                    (4)

где � �
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u
y

u�
 — вектор фазовых переменных. 

Введем матрицы G1, G 
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и вектор b = [0 0 0 0 1 1 1 1]T, тогда (2) преобразуем к 
виду 

T
1 ( ) ,a t� �y G y b�                           (5)

а (3) перепишем следующим образом:

� �
T

1 T
0 0 0 0 .a t�� �� � �� �y Gy A p b�        (6)

Если для численного интегрирования линейного 
уравнения (5) можно использовать любой одношаго-
вый метод, то в силу особенности вычисления усилия   
в гистерезисной сейсмоопоре для численного интегри-
рования нелинейного уравнения (6) взят многошаго-
вый метод Адамса–Башфорта третьего порядка. Для 
общей формы записи (4) алгоритм названного метода 
при постоянном по времени шаге интегрирования со-
стоит в рекуррентных вычислениях по формуле [6]:

3 2

2 2 1 1

23 4 5
( , ) ( , ) ( , ) .

12 3 12

k k

k k k k k kdt t t t

� �

� � � �

� �

� �� � �� �� �

y y

f y f y f y

Моделирование сейсмического воздействия

Параметры сейсмозащитных устройств выбирают 
по результатам динамических расчетов на сейсми- 
ческое воздействие, заданное акселерограммами. Как 
правило, применяют искусственные акселерограммы, 
синтезированные на основе данных детального сейс-
мического районирования. В нашем случае синтезиро-
ванная акселерограмма для моделирования получена 
на основе методов статистической динамики [7 — 10]. 
Как и в [10], реализацию процесса а(t), соответствую-
щего девятибалльному землетрясению, представим в 
виде



МАТЕМАТИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ, ЧИСЛЕННЫЕ МЕТОДЫ И КОМПЛЕКСЫ ПРОГРАММ 109

ИНФОРМАТИКА, ВЫЧИСЛИТЕЛЬНАЯ ТЕХНИКА И УПРАВЛЕНИЕ             Вестник МЭИ. № 2. 2022
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0 0
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exp 1 ,
t ta t A t
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             (7)

где А0 = 4 м∙с–2; t0 = 5 с. 
Доминантную частоту стационарного случайного 

процесса φ(t) примем равной 2π∙с–1 (1 Гц), а параметр, 
характеризующий ширину спектра, — π∙с–1. Дополни-
тельные коэффициенты в (7) введены для того, чтобы 
при статистическом моделировании сейсмического 
воздействия среднее значение пиковых ускорений рав-
нялось величине А0, определяющей пиковое ускорение 
грунта. Для моделирования реализации процесса а(t) 
взята система имитационного моделирования Simulink. 
Соответствующая модель представлена на рис. 3.

Реализация сейсмического воздействия а(t), ис-
пользованная для последующих вычислений, изобра-
жена на рис. 4.

Варьирование параметров гистерезиса. Выводы

Примем следующие числовые значения парамет-
ров системы: М = 5∙105 кг — масса междуэтажного 
перекрытия; с = (12nEI)/h3 = 5∙106 Н/м — жесткость 
на горизонтальный междуэтажный сдвиг. Предельное 
упругое перемещение сейсмоопор — 0,02 м. Безраз-
мерные параметры δ = 0,1; μ = 1; β = 1. О качестве 
сейсмозащиты будем судить по максимальному пере-
мещению верхнего этажа и максимальному срезаю-
щему усилию в наиболее нагруженном первом этаже 
Q = c(u2 – u1). За варьируемые параметры сейсмоо-
пор примем жесткость на первом участке c1 в долях 
от жесткости междуэтажных несущих элементов и 
соотношение между жесткостями первого и второго 
участков c2 = αc1(0 ≤ α ≤ 1). Для случаев c1 = 0,75с и  
α = 0,2 на рис. 5 — 7 построены перемещения верхне-

Рис. 3. Схема моделирования реализации ускорения основания

Рис. 4. Реализация 9-балльного землетрясения
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го этажа, срезающие усилия в первом этаже, и работа 
сейсмоопор в процессе землетрясения.

На рисунке 8 продемонстрирована зависимость 
максимального срезающего усилия Q от соотноше-
ния между жесткостями участков гистерезиса α = c2/c1  
при различных значениях начальной жесткости c1 по 
отношению к межэтажной жесткости c. Вычисления 

Рис. 5. Перемещения верхнего этажа

Рис. 6. Срезающее усилие в первом этаже

Рис. 7. Работа сейсмоопор

проводили при u1T = const. Кривые на рис. 8 показы-
вают слабую зависимость Q от α, особенно при малых 
жесткостях сейсмоопор. Отметим, что α характеризует 
ширину петли гистерезиса и, следовательно, величи-
ну потерь энергии за цикл колебаний, т. е. величину 
демпфирования в системе. Таким образом, решающую 
роль, существенно уменьшающую усилия в первом 
этаже, играет начальная жесткость амортизаторов с1. 
В ходе исследования получено четырехкратное сни-
жение максимальных срезающих сил по сравнению с 
реакцией модели без сейсмоопор (α = 1 и с1 = с, рис. 8), 
при этом максимальные относительные перемещения 
не превысили предельное допускаемое значение u2T. 
Полученные результаты позволяют судить о возмож-
ностях антисейсмической защиты с использованием 
сейсмоопор, а также подобрать оптимальные парамет-
ры гистерезисного поведения сейсмоопор, наиболее 
подходящие для конкретной конструкции.

Заключение

Для снижения сейсмической реакции конструкций 
применяют амортизаторы с гистерезисным поведени-
ем. Однако понятной системной методики подбора па-
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раметров этих устройств пока не существует, подходы 
к поиску оптимального решения достаточно сложны и 

Рис. 8. Зависимость максимального срезающего усилия  
на первом этаже от α при различных значениях с1 

не универсальны [11], т. е. не могут быть применены 
к широкому классу конструкций. С математической 
точки зрения соответствующая динамическая задача 
описывается нелинейными уравнениями движения со 
случайным входным воздействием, поэтому, особенно 
для систем со многими степенями свободы, исследова-
ние влияния различных характеристик амортизаторов 
на параметры динамической реакции конструкции ос-
ложняется. 

Описана плоская сдвиговая модель трехэтажно-
го здания на резинометаллических сейсмоопорах с 
сейсмическим воздействием, заданным в виде синте-
зированной акселерограммы. Она сравнительно лег-
ко может быть реализована в Matlab и в дальнейшем 
применена для анализа динамики конструкций при 
различных характеристиках амортизаторов или па-
раметрах сейсмических воздействий. Результаты ис-
следования интересны инженерам-проектировщикам 
с точки зрения разработки собственных простых мо-
делей для тестирования сейсмоизолированных строи-
тельных конструкций и изучения влияния различных 
параметров гистерезиса на качество сейсмоизоляции.
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